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7 ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ В
ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

7.1 Элементы теории

7.1.1 Сопряженные линейные операторы

Пусть 𝑓 — линейный оператор евклидова простран-
ства 𝑉 . Линейный оператор 𝑔 евклидова пространства 𝑉

называется сопряженным к оператору 𝑓 , если для любых
векторов �̄�, 𝑦 ∈ 𝑉 выполняется равенство

(𝑓 (�̄�), 𝑦) = (�̄�,𝑔(𝑦)).

Оператор, сопряженный к оператору 𝑓 , обозначается 𝑓 *.
Теорема 7.1. Для любого линейного оператора 𝑓 ко-

нечномерного евклидова пространства 𝑉 существует
единственный сопряженный оператор 𝑓 *. Если 𝐴 — мат-
рица оператора 𝑓 в некотором ортонормированном бази-
се пространства 𝑉 , то 𝐴𝑇 — матрица оператора 𝑓 * в
этом базисе.

7.1.2 Ортогональные линейные операторы

Линейный оператор 𝑓 евклидова пространства 𝑉 на-
зывается ортогональным, если он сохраняет скалярное
произведение векторов, т. е. выполняется равенство

(𝑓 (�̄�),𝑓 (𝑦)) = (�̄�,𝑦).

для всех �̄�,𝑦 ∈ 𝑉 .
Следующие теоремы дают критерии ортогональности

линейного оператора в евклидовом пространстве.
Теорема 7.2. Линейный оператор 𝑓 евклидова про-

странства 𝑉 ортогонален тогда и только тогда, когда
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он сохраняет длины векторов, т. е. для всех �̄� ∈ 𝑉 вы-
полняется равенство ‖𝑓 (�̄�)‖ = ‖�̄�‖.

Теорема 7.3. Линейный оператор 𝑓 конечномерно-
го евклидова пространства 𝑉 является ортогональным
тогда и только тогда, когда 𝑓 переводит ортонормиро-
ванный базис 𝑉 в ортонормированный базис.

Матрица 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(R) называется ортогональной, если
𝐴𝑇𝐴 = 𝐴𝐴𝑇 = 𝐸.

Теорема 7.4. Линейный оператор 𝑓 конечномерного
евклидова пространства 𝑉 ортогонален тогда и только
тогда, когда ортогональна матрица оператора 𝑓 в орто-
нормированном базисе.

7.1.3 Ортогональные матрицы

Свойства ортогональных матриц дает следующая
Лемма 7.5. Справедливы следующие утверждения:
1) если 𝐴 — ортогональная матрица, то |𝐴| = ±1;
2) произведение ортогональных матриц есть матри-

ца ортогональная;
3) матрица, обратная ортогональной матрице, есть

матрица ортогональная;
4) матрица перехода от одного ортонормированного

базиса евклидова пространства к другому ортонормиро-
ванному базису этого пространства является ортого-
нальной.

Следующая теорема дает критерий ортогональности
матрицы.

Теорема 7.6. Квадратная матрица 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(R) орто-
гональна тогда и только тогда, когда сумма квадратов
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элементов каждой из ее строк равна единице, а сум-
ма попарных произведений соответствующих элемен-
тов ее различных строк равна нулю, т.е. для элемен-
тов 𝑎𝑖𝑗 матрицы 𝐴 выполняются условия

𝑎𝑖1 · 𝑎𝑗1 + 𝑎𝑖2 · 𝑎𝑗2 + . . . + 𝑎𝑖𝑛 · 𝑎𝑗𝑛 =

{︃
1, если 𝑖 = 𝑗,

0, если 𝑖 ̸= 𝑗,

для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

7.1.4 Самосопряженные линейные операторы

Линейный оператор 𝑓 евклидова пространства 𝑉 на-
зывается самосопряженным, если он совпадает со своим
сопряженным оператором 𝑓 *, т. е. для любых �̄�, 𝑦 ∈ 𝑉

верно равенство (𝑓 (�̄�),𝑦) = (�̄�,𝑓 (𝑦)).
Квадратная матрица 𝐴 = (α𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛(R) называется

симметрической, если 𝐴𝑇 = 𝐴, т. е. α𝑖𝑗 = α𝑗𝑖 для всех
𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Теорема 7.7. Линейный оператор 𝑓 конечномерного
евклидова пространства 𝑉 является самосопряженным
тогда и только тогда, когда его матрица в ортонорми-
рованном базисе пространства 𝑉 симметрическая.

На важную роль ортогональных и самосопряженных
операторов в общей теории линейных операторов евкли-
довых пространств указывает следующая теорема.

Теорема 7.8. Любой линейный оператор 𝑓 конечно-
мерного евклидова пространства 𝑉 можно представить
в виде 𝑓 = ℎ𝑔, где ℎ — ортогональный линейный опе-
ратор, 𝑔 — самосопряженный линейный оператор про-
странства 𝑉 . Такое представление оператора 𝑓 называ-
ется полярным разложением.
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Следствие 7.8.1. Любую квадратную матрицу 𝐴 из
𝑀𝑛(R) можно представить в виде произведения ортого-
нальной и симметрической матриц.

Еще один критерий самосопряженности линейного опе-
ратора дает следующая теорема.

Теорема 7.9. Линейный оператор 𝑓 ненулевого конеч-
номерного евклидова пространства 𝑉 является самосо-
пряженным тогда и только тогда, когда в простран-
стве 𝑉 существует ортонормированный базис из соб-
ственных векторов оператора 𝑓 .

Вспоминая теорему 5.5 — критерий диагонализируемо-
сти линейного оператора, получаем

Следствие 7.9.1. Самосопряженный линейный опе-
ратор конечномерного евклидова пространства являет-
ся диагонализируемым.

Следствие 7.9.2. Для любой симметрической мат-
рицы 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(R) существует ортогональная матрица 𝑇

такая, что 𝐵 = 𝑇𝐴𝑇−1 — диагональная матрица.

7.1.5 Ортогональное дополнение подпространства

Ортогональным дополнением подпространства 𝑊 ев-
клидова пространства 𝑉 называется множество 𝑊⊥ всех
векторов из 𝑉 , каждый из которых ортогонален всем век-
торам из подпространства 𝑊 :

𝑊⊥ = {�̄� ∈ 𝑉 | �̄� ⊥ 𝑦 для любого 𝑦 ∈ 𝑊}.
Свойства ортогонального дополнения пространства да-

ет следующая лемма.
Лемма 7.10. Пусть 𝑊 — подпространство евклидова

пространства 𝑉 . Справедливы следующие утверждения:

6

ГГ
У 
им

. Ф
.  
Ск
ор
ин
ы



1) ортогональное дополнение 𝑊⊥ является подпро-
странством пространства 𝑉 ;

2) если 𝑉 — конечномерное пространство, то
𝑉 = 𝑊 ⊕𝑊⊥;

3) если 𝑉 — конечномерное пространство, то
dim𝑉 = dim𝑊 + dim𝑊⊥.

7.2 Примеры решения задач
Пример 7.1. Пусть 𝑒1, 𝑒2 — ортонормированный базис

евклидова пространства 𝑉 . Дана матрица

𝐴 =

(︂
−3 1

4 2

)︂
линейного оператора 𝑓 пространства 𝑉 в базисе 𝑒1, 𝑒2.
Найдите матрицу сопряженного оператора 𝑓 * в базисе
�̄�1 = −𝑒1 + 𝑒2, �̄�2 = 2𝑒1 − 3𝑒2.
� Так как векторы 𝑒1, 𝑒2 образуют ортонормированный
базис пространства 𝑉 , то сопряженный оператор 𝑓 * в ба-
зисе 𝑒1, 𝑒2 имеет матрицу

𝐴𝑇 =

(︂
−3 4

1 2

)︂
.

Если 𝐵 — матрица оператора 𝑓 * в базисе �̄�1, �̄�2, то
𝐵 = 𝐶𝐴𝑇𝐶−1,

где 𝐶 — матрица перехода от базиса 𝑒1, 𝑒2 к базису �̄�1, �̄�2.
По условию

𝐶 =

(︂
−1 1

2 −3

)︂
,

тогда

𝐶−1 =
1

|𝐶|

(︂
𝐴11 𝐴21

𝐴12 𝐴22

)︂
=

(︂
−3 −1

−2 −1

)︂
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и искомая матрица

𝐵 =

(︂
−1 1

2 −3

)︂(︂
−3 4

1 2

)︂(︂
−3 −1

−2 −1

)︂
=

=

(︂
4 −2

−9 2

)︂(︂
−3 −1

−2 −1

)︂
=

(︂
−8 −2

23 7

)︂
.

Ответ:
(︂
−8 −2

23 7

)︂
. �

Пример 7.2. Пусть 𝑒1, 𝑒2 — ортонормированный ба-
зис евклидова пространства 𝑉 . Найдите матрицу сопря-
женного оператора 𝑓 * в базисе 𝑒1, 𝑒2, если известно, что
линейный оператор 𝑓 пространства 𝑉 переводит векторы
�̄�1 = 𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 + 𝑒2 в векторы �̄�1 = 𝑒1 + 2𝑒2, �̄�2 = 3𝑒1 + 𝑒2,
соответственно.
� Найдем матрицу оператора 𝑓 в базисе 𝑒1, 𝑒2. По усло-
вию 𝑓 (�̄�1) = �̄�1 и 𝑓 (�̄�2) = �̄�2. Тогда{︃

𝑓 (𝑒2) = 𝑒1 + 2𝑒2,

𝑓 (𝑒1 + 𝑒2) = 3𝑒1 + 𝑒2.

Поскольку 𝑓 — линейный оператор пространства 𝑉 , то
𝑓 (𝑒1 + 𝑒2) = 𝑓 (𝑒1) + 𝑓 (𝑒2). Решая систему{︃

𝑓 (𝑒2) = 𝑒1 + 2𝑒2,

𝑓 (𝑒1) + 𝑓 (𝑒2) = 3𝑒1 + 𝑒2
относительно неизвестных 𝑓 (𝑒1) и 𝑓 (𝑒2), находим{︃

𝑓 (𝑒1) = 2𝑒1 − 𝑒2,

𝑓 (𝑒2) = 𝑒1 + 2𝑒2.

Тогда матрица оператора 𝑓 в базисе 𝑒1, 𝑒2 равна

𝐴 =

(︂
2 −1

1 2

)︂
.

Следовательно, матрица сопряженного оператора 𝑓 * в ба-
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зисе 𝑒1, 𝑒2 имеет вид

𝐴𝑇 =

(︂
2 1

−1 2

)︂
.

Ответ:
(︂

2 1

−1 2

)︂
. �

Пример 7.3. Пусть 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 — ортонормированный
базис евклидова пространства 𝑉 . Линейный оператор ϕ

пространства 𝑉 действует на векторы этого базиса по
формулам ϕ(𝑒1) = 𝑒1 + 2𝑒2 + 2𝑒3, ϕ(𝑒2) = 2𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3,
ϕ(𝑒3) = 2𝑒1 − 2𝑒2 + 𝑒3. Определите, будет ли оператор ϕ:
a) самосопряженным; б) ортогональным?
� По определению матрица

𝐴 =

⎛⎝1 2 2

2 1 −2

2 −2 1

⎞⎠ .

является матрицей оператора ϕ в базисе 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3.
a) Так как матрица 𝐴 = 𝐴𝑇 , то она симметрическая и

по теореме 7.7 оператор ϕ является самосопряженным.
б) Находим

𝐴𝐴𝑇 =

⎛⎝1 2 2

2 1 −2

2 −2 1

⎞⎠⎛⎝1 2 2

2 1 −2

2 −2 1

⎞⎠ =

⎛⎝9 0 0

0 9 0

0 0 9

⎞⎠ ̸= 𝐸.

Следовательно, матрица 𝐴 не ортогональна и по тео-
реме 7.4 оператор ϕ не является ортогональным.

Ответ: а) да; б) нет. �

Пример 7.4. Самосопряженный линейный оператор ϕ
в ортонормированном базисе 𝑒1, 𝑒2 евклидова простран-

9

ГГ
У 
им

. Ф
.  
Ск
ор
ин
ы



ства 𝑉 имеет матрицу

𝐴 =

(︂
2 1

1 2

)︂
.

Найдите базис из собственных векторов, в котором мат-
рица оператора ϕ имеет диагональный вид. Укажите этот
диагональный вид.
� По теореме 7.9 в пространстве 𝑉 существует базис из
собственных векторов оператора ϕ. Найдем этот базис.

Составим характеристический многочлен матрицы 𝐴

и найдем его корни.

|𝐴− λ𝐸| =
⃒⃒⃒⃒
2− λ 1

1 2− λ

⃒⃒⃒⃒
= (2− λ)2 − 1 = (1− λ)(3− λ).

Из уравнения (1− λ)(3− λ) = 0 находим λ1 = 1, λ2 = 3.
Найдем собственные векторы принадлежащие собствен-

ному значению λ1 = 1. Пусть �̄� = 𝑥1𝑒1+𝑥2𝑒2 есть искомый
собственный вектор. Тогда(︀

𝑥1 𝑥2
)︀(︂1 1

1 1

)︂
=
(︀
0 0
)︀
,

откуда получаем 𝑥1 + 𝑥2 = 0, 𝑥1 = −𝑥2, 𝑥2 — любое дей-
ствительное число. Следовательно, искомое множество
собственных векторов

𝐻1 = {�̄� = −α𝑒1 + α𝑒2 | α ∈ R*}.
Выберем в 𝐻1 один из векторов �̄�1 = −𝑒1 + 𝑒2 при α = 1.

Аналогично находим множество собственных векто-
ров, принадлежащих собственному значению λ2 = 3:

𝐻3 = {�̄� = α𝑒1 + α𝑒2 | α ∈ R*},
и выбираем один из векторов �̄�2 = 𝑒1 + 𝑒2 при α = 1.

По теореме 5.6 собственные векторы �̄�1, �̄�2 линейно
независимы и в двухмерном пространстве 𝑉 образуют
базис. Так как �̄�1, �̄�2 являются собственными векторами
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оператора ϕ, то
ϕ(�̄�1) = λ1�̄�1 = �̄�1 = 1 · �̄�1 + 0 · �̄�2,
ϕ(�̄�2) = λ2�̄�2 = 3�̄�2 = 0 · �̄�1 + 3 · �̄�2.

Тогда матрица оператора ϕ в базисе �̄�1, �̄�2 имеет вид

𝐵 =

(︂
1 0

0 3

)︂
.

Ответ: �̄�1 = −𝑒1 + 𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 + 𝑒2, 𝐵 =

(︂
1 0

0 3

)︂
. �

Пример 7.5. Для матрицы

С =

(︂
−1

√
3√

3 1

)︂
найдите такую ортогональную матрицу 𝑇 , чтобы матрица
𝑇𝐶𝑇−1 была диагональной.
� Пусть 𝑉 есть двухмерное евклидово пространство с ор-
тонормированным базисом 𝑒1, 𝑒2. Обозначим через 𝑓 тот
линейный оператор пространства 𝑉 , который в базисе 𝑒1,
𝑒2 имеет матрицу 𝐶. Так как матрица 𝐶 симметрическая,
то по теореме 7.7 оператор ϕ является самосопряженным.
По теореме 7.9 в пространстве 𝑉 существует базис из соб-
ственных векторов оператора 𝑓 . Найдем этот базис.

Находим собственные значения оператора 𝑓 .

|𝐶−λ𝐸| =
⃒⃒⃒⃒
−1− λ

√
3√

3 1− λ

⃒⃒⃒⃒
= (−1−λ)(1−λ)−3 = λ

2−4.

Из уравнения λ2 − 4 = 0 находим λ1 = −2, λ2 = 2.
Найдем собственные векторы, принадлежащие собствен-

ному значению λ1 = −2. Пусть �̄� = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 есть иско-
мый собственный вектор. Тогда

(𝑥1 𝑥2)

(︂
1

√
3√

3 3

)︂
= (0 0),
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откуда {︃
𝑥1 +

√
3𝑥2 = 0,

√
3𝑥1 + 3𝑥2 = 0.

Решая систему, получим 𝑥1 = −
√
3𝑥2, 𝑥2 — любое дей-

ствительное число. Следовательно, искомое множество
собственных векторов

𝐻−2 = {�̄� = −
√
3α𝑒1 + α𝑒2 | α ∈ R*}.

Выберем один из векторов �̄�1 = −
√
3𝑒1 + 𝑒2 при α = 1.

Аналогично находим множество собственных векто-
ров, принадлежащих собственному значению λ2 = 2:

𝐻2 = {�̄� =
1√
3
α𝑒1 + α𝑒2 | α ∈ R*},

и выбираем один из векторов �̄�2 =
1√
3
𝑒1 + 𝑒2 при α = 1.

По теореме 5.6 собственные векторы �̄�1, �̄�2 линейно
независимы и в двухмерном пространстве 𝑉 они обра-
зуют базис. Так как

(�̄�1, �̄�2) =
(︁
−
√
3𝑒1 + 𝑒2,

1√
3
𝑒1 + 𝑒2

)︁
=

=
(︁
−
√
3𝑒1,

1√
3
𝑒1

)︁
+
(︁
−
√
3𝑒1, 𝑒2

)︁
+
(︁
𝑒2,

1√
3
𝑒1

)︁
+ (𝑒2, 𝑒2) =

= −(𝑒1, 𝑒1)−
√
3(𝑒1, 𝑒2) +

1√
3
(𝑒2, 𝑒1) + (𝑒2, 𝑒2) =

= −1−
√
3 · 0 + 1√

3
· 0 + 1 = 0,

то базис �̄�1, �̄�2 ортогональный.
Нормируем векторы �̄�1 и �̄�2:

�̄�1 =
�̄�1

‖�̄�1‖
=

1√
3 + 1

(︁
−
√
3𝑒1 + 𝑒2

)︁
= −

√
3

2
𝑒1 +

1

2
𝑒2,

�̄�2 =
�̄�2
‖�̄�2‖

=
1√︁
1
3 + 1

(︂
1√
3
𝑒1 + 𝑒2

)︂
=

1

2
𝑒1 +

√
3

2
𝑒2.
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Векторы �̄�1, �̄�2 образуют ортонормированный базис евкли-
дова пространства 𝑉 , состоящий из собственных векторов
оператора 𝑓 . Действительно,

𝑓 (�̄�1) = 𝑓

(︂
�̄�1

‖�̄�1‖

)︂
=

1

‖�̄�1‖
𝑓 (�̄�1) =

=
1

‖�̄�1‖
λ1�̄�1 = λ1

�̄�1
‖�̄�1‖

= λ1�̄�1,

𝑓 (�̄�2) = 𝑓

(︂
�̄�2

‖�̄�2‖

)︂
=

1

‖�̄�2‖
𝑓 (�̄�2) =

=
1

‖�̄�2‖
λ2�̄�2 = λ2

�̄�2
‖�̄�2‖

= λ2�̄�2.

В базисе �̄�1, �̄�2 оператор 𝑓 имеет матрицу

𝐵 =

(︂
λ1 0

0 λ2

)︂
=

(︂
−2 0

0 2

)︂
.

Матрица 𝑇 перехода от базиса 𝑒1, 𝑒2 к базису �̄�1, �̄�2 яв-
ляется искомой матрицей, так как по лемме 7.5 матрица
перехода от одного ортонормированного базиса к друго-
му ортонормированному базису является ортогональной.
Следовательно,

𝑇 =

(︃
−

√
3
2

1
2

1
2

√
3
2

)︃
.

Выполним проверку.
1) Матрица Т ортогональна:

𝑇 𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 𝑇 =

(︃
−

√
3
2

1
2

1
2

√
3
2

)︃
.

(︃
−

√
3
2

1
2

1
2

√
3
2

)︃
=

(︂
1 0

0 1

)︂
= 𝐸.

2) Матрица 𝑇𝐶𝑇−1 диагональная:

𝑇𝐶𝑇−1 =

(︃
−

√
3
2

1
2

1
2

√
3
2

)︃(︂
−1

√
3√

3 1

)︂(︃
−

√
3
2

1
2

1
2

√
3
2

)︃
=
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=

(︂√
3 −1

1
√
3

)︂(︃
−

√
3
2

1
2

1
2

√
3
2

)︃
=

(︂
−2 0

0 2

)︂
.

Ответ: 𝑇 =

(︃
−

√
3
2

1
2

1
2

√
3
2

)︃
. �

Пример 7.6. В евклидовом пространстве R4 найди-
те базис ортогонального дополнения линейной оболочки
системы векторов �̄�1 = (1, − 1,1, − 1), �̄�2 = (1,1,1,1),
�̄�3 = (1,0,− 1,0).

� Пусть 𝑊 = 𝐿(�̄�1, �̄�2, �̄�3). Тогда любой вектор 𝑦 ∈ 𝑊

линейно выражается через векторы �̄�1, �̄�2, �̄�3. Если век-
тор �̄� = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ 𝑊⊥, то �̄� ⊥ 𝑦 тогда и только
тогда, когда �̄� ⊥ �̄�1, �̄� ⊥ �̄�2, �̄� ⊥ �̄�3. Следовательно, вы-
полняются условия ⎧⎪⎨⎪⎩

(�̄�, �̄�1) = 0,

(�̄�, �̄�2) = 0,

(�̄�, �̄�3) = 0,
откуда ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = 0,

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0,

𝑥1 − 𝑥3 = 0.

Решая систему методом Гаусса, получим 𝑥1 = 0, 𝑥2 = −α,
𝑥3 = 0, 𝑥4 = α, где α — любое действительное число.
Таким образом,

𝑊⊥ = {�̄� = (0,−α, 0,α) | α ∈ R}.
Следовательно, базис ортогонального дополнения 𝑊⊥ со-
стоит из одного вектора 𝑒1 = (0,−1, 0, 1).

Ответ: 𝑒1 = (0,−1, 0, 1). �
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7.3 Индивидуальные задания
1 Пусть 𝑒1, 𝑒2 — ортонормированный базис евклидо-

ва пространства 𝑉 , 𝐴 — матрица линейного оператора 𝑓

в базисе �̄�1, �̄�2. Найдите матрицу сопряженного операто-
ра 𝑓 * в базисе �̄�1, �̄�2.

𝐴 =

(︂
1 2

1 −1

)︂
.

1.1 �̄�1 = 𝑒1, �̄�2 = 𝑒1 + 𝑒2.

1.2 �̄�1 = 2𝑒1 − 𝑒2, �̄�2 = −3𝑒1 + 2𝑒2.

1.3 �̄�1 = −2𝑒1 + 3𝑒2, �̄�2 = −𝑒1 + 𝑒2.

1.4 �̄�1 = −𝑒1 + 𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 − 2𝑒2.

1.5 �̄�1 = 2𝑒1 + 𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 + 𝑒2.

1.6 �̄�1 = 𝑒1 + 3𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 + 2𝑒2.

1.7 �̄�1 = −3𝑒1 + 2𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 − 𝑒2.

1.8 �̄�1 = −𝑒1 + 𝑒2, �̄�2 = 2𝑒1 − 3𝑒2.

1.9 �̄�1 = 𝑒1 − 𝑒2, �̄�2 = −𝑒2.

1.10 �̄�1 = 𝑒1 − 2𝑒2, �̄�2 = −𝑒1 + 𝑒2.

1.11 �̄�1 = 𝑒1 − 3𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 − 2𝑒2.

1.12 �̄�1 = −2𝑒1 − 𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 + 𝑒2.

1.13 �̄�1 = −𝑒1 + 2𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 − 𝑒2.

1.14 �̄�1 = 3𝑒1 + 𝑒2, �̄�2 = −2𝑒1 − 𝑒2.

1.15 �̄�1 = −𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 − 3𝑒2.

2 Пусть 𝑒1, 𝑒2 — ортонормированный базис евклидова
пространства 𝑉 . Линейный оператор 𝑓 переводит векто-
ры �̄�1 = 2𝑒1− 𝑒2 и �̄�2 = −𝑒1+ 𝑒2 в векторы �̄�1 и �̄�2 соответ-
ственно. Найдите матрицу сопряженного оператора 𝑓 * в
базисе 𝑒1, 𝑒2.

2.1 �̄�1 = −𝑒1 + 𝑒2, �̄�2 = 2𝑒1 − 3𝑒2.
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2.2 �̄�1 = 𝑒1 − 2𝑒2, �̄�2 = −𝑒1 + 𝑒2.

2.3 �̄�1 = −2𝑒1 − 𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 + 𝑒2.

2.4 �̄�1 = 3𝑒1 + 𝑒2, �̄�2 = −2𝑒1 − 𝑒2.

2.5 �̄�1 = 𝑒1, �̄�2 = 𝑒1 + 𝑒2.

2.6 �̄�1 = −2𝑒1 + 3𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 − 2𝑒2.

2.7 �̄�1 = 2𝑒1 + 4𝑒2, �̄�2 = 3𝑒1 − 𝑒2.

2.8 �̄�1 = −3𝑒1 + 2𝑒2, �̄�2 = −5𝑒1 − 𝑒2.

2.9 �̄�1 = 2𝑒1 − 𝑒2, �̄�2 = −3𝑒2 + 2𝑒2.

2.10 �̄�1 = −4𝑒1 + 𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 − 3𝑒2.

2.11 �̄�1 = 𝑒1 + 3𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 + 2𝑒2.

2.12 �̄�1 = 𝑒1 − 𝑒2, �̄�2 = −5𝑒1 + 2𝑒2.

2.13 �̄�1 = 𝑒1 − 4𝑒2, �̄�2 = 2𝑒1 − 2𝑒2.

2.14 �̄�1 = −𝑒1 + 2𝑒2, �̄�2 = 𝑒1 − 𝑒2.

2.15 �̄�1 = −3𝑒1 + 4𝑒2, �̄�2 = −𝑒2.

3 Определите, является ли ортогональным линейный
оператор ϕ евклидова пространства R3, действующий на
векторы ортонормированного базиса 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 по следую-
щим формулам

3.1 ϕ(𝑒1) =
2
3𝑒1 +

2
3𝑒2 −

1
3𝑒3,

ϕ(𝑒2) =
2
3𝑒1 −

1
3𝑒2 +

2
3𝑒3,

ϕ(𝑒3) = −1
3𝑒1 +

2
3𝑒2 +

2
3𝑒3.

3.2 ϕ(𝑒1) =
1
2𝑒1 +

1
2𝑒2 −

√
2
2 𝑒3,

ϕ(𝑒2) =
1
2𝑒1 +

1
2𝑒2 +

√
2
2 𝑒3,

ϕ(𝑒3) =
√
2
2 𝑒1 −

√
2
2 𝑒2.

3.3 ϕ(𝑒1) =
2
3𝑒1 −

1
3𝑒2 +

2
3𝑒3,

ϕ(𝑒2) =
2
3𝑒1 +

2
3𝑒2 −

1
3𝑒3,

ϕ(𝑒3) = −1
3𝑒1 +

2
3𝑒2 +

2
3𝑒3.

3.4 ϕ(𝑒1) =
1√
3
𝑒1 +

1√
2
𝑒2 +

1√
6
𝑒3,
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ϕ(𝑒2) =
1√
3
𝑒1 − 1√

2
𝑒2 +

1√
6
𝑒3,

ϕ(𝑒3) =
1√
3
𝑒1 − 2√

6
𝑒3.

3.5 ϕ(𝑒1) = 𝑒1,

ϕ(𝑒2) =
1
2𝑒2 −

√
3
2 𝑒3,

ϕ(𝑒3) =
√
3
2 𝑒2 −

1
2𝑒3.

3.6 ϕ(𝑒1) = −1
2𝑒1 +

√
2
2 𝑒2 +

1
2𝑒3,

ϕ(𝑒2) = −𝑒1 + 𝑒3,

ϕ(𝑒3) =
√
2
2 𝑒1 −

√
2
2 𝑒3.

3.7 ϕ(𝑒1) =
√
2
2 𝑒1 −

√
2
2 𝑒3,

ϕ(𝑒2) =
√
2
6 𝑒1 +

2
√
2

3 𝑒2 +
√
2
6 𝑒3,

ϕ(𝑒3) =
2
3𝑒1 −

1
3𝑒2 +

2
3𝑒3.

3.8 ϕ(𝑒1) =
3
4𝑒1 +

1
4𝑒2 −

√
6
4 𝑒3,

ϕ(𝑒2) =
1
4𝑒1 +

3
4𝑒2 +

√
6
4 𝑒3,

ϕ(𝑒3) =
√
6
4 𝑒1 −

√
6
4 𝑒2 +

1
2𝑒3.

3.9 ϕ(𝑒1) =
1√
3
𝑒1 − 1√

6
𝑒2 +

1√
2
𝑒3,

ϕ(𝑒2) =
1√
2
𝑒1 +

1√
3
𝑒2 − 1√

6
𝑒3,

ϕ(𝑒3) =
1√
3
𝑒2 +

1√
3
𝑒3.

3.10 ϕ(𝑒1) = −2
3𝑒1 −

2
3𝑒2 +

1
3𝑒3,

ϕ(𝑒2) = −1
3𝑒1 +

2
3𝑒2 +

2
3𝑒3,

ϕ(𝑒3) = −2
3𝑒1 +

1
3𝑒2 −

2
3𝑒3.

3.11 ϕ(𝑒1) =
1√
2
𝑒1 +

1√
2
𝑒3,

ϕ(𝑒2) =
1√
3
𝑒1 +

1√
3
𝑒2 +

1√
3
𝑒3,

ϕ(𝑒3) = −2
3𝑒1 −

2
3𝑒2 +

1
3𝑒3.

3.12 ϕ(𝑒1) =
1√
6
𝑒1 − 2√

6
𝑒2 +

1√
6
𝑒3,

ϕ(𝑒2) =
1√
2
𝑒1 − 1√

2
𝑒3,

ϕ(𝑒3) =
2
3𝑒1 +

1
3𝑒2 +

2
3𝑒3.

3.13 ϕ(𝑒1) =
1
2𝑒2 −

√
3
2 𝑒3,

ϕ(𝑒2) = 𝑒1,
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ϕ(𝑒3) =
√
3
2 𝑒2 +

1
2𝑒3.

3.14 ϕ(𝑒1) =
2√
13
𝑒1 − 3√

13
𝑒3,

ϕ(𝑒2) = 𝑒2,
ϕ(𝑒3) =

3√
13
𝑒1 +

2√
13
𝑒3.

3.15 ϕ(𝑒1) =
1
2𝑒1 +

1
2𝑒2 −

√
2
2 𝑒3,

ϕ(𝑒2) =
1
2𝑒1 +

1
2𝑒2 +

√
2
2 𝑒3,

ϕ(𝑒3) =
√
2
2 𝑒1 +

√
2
2 𝑒2.

4 Линейный оператор ϕ в ортонормированном базисе
𝑒1, 𝑒2 евклидова пространства 𝑉 имеет матрицу 𝐴.

1) Найдите базис из собственных векторов, в котором
матрица оператора ϕ имеет диагональный вид, и укажите
этот диагональный вид.

2) Найдите такую ортогональную матрицу 𝑇 , что мат-
рица 𝑇𝐴𝑇−1 является диагональной.

4.1 𝐴 =

(︂
0 5

5 0

)︂
. 4.2 𝐴 =

(︂
4 −2

−2 1

)︂
.

4.3 𝐴 =

(︂
1 2

√
2

2
√
2 3

)︂
. 4.4 𝐴 =

(︂
0 −

√
2

−
√
2 0

)︂
.

4.5 𝐴 =

(︂
1 1

1 1

)︂
. 4.6 𝐴 =

(︂
5 2

2 8

)︂
.

4.7 𝐴 =

(︂
3 1

1 3

)︂
. 4.8 𝐴 =

(︂
0

√
5√

5 4

)︂
.

4.9 𝐴 =

(︂
5 −3

−3 5

)︂
. 4.10 𝐴 =

(︂
2 1

1 2

)︂
.

4.11 𝐴 =

(︂
1

√
2√

2 0

)︂
. 4.12 𝐴 =

(︂
1

√
3√

3 −1

)︂
.

4.13 𝐴 =

(︂
−3 2

2 −3

)︂
. 4.14 𝐴 =

(︂
2

√
2√

2 3

)︂
.
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4.15 𝐴 =

(︂
−2

√
3√

3 −4

)︂
.

5 В евклидовом пространстве R4 найдите базис орто-
гонального дополнения линейной оболочки системы век-
торов �̄�1, �̄�2, �̄�3.

5.1 �̄�1 = (1,0,2,1), �̄�2 = (2,1,2,3),

�̄�3 = (0,1,−2,1).

5.2 �̄�1 = (1,1,1,1), �̄�2 = (1,2,2,−1),

�̄�3 = (1,0,0,3).

5.3 �̄�1 = (1,1,3,0), �̄�2 = (2,1,1,−1),

�̄�3 = (1,2,8,1).

5.4 �̄�1 = (2,0,2,1), �̄�2 = (1,−2,0,−1),

�̄�3 = (1,2,2,2).

5.5 �̄�1 = (2,0,2,0), �̄�2 = (1,1,1,1),

�̄�3 = (−1,1,1,−1).

5.6 �̄�1 = (0,−2,0,−1), �̄�2 = (1,1,1,0),

�̄�3 = (1,−1,1,−1).

5.7 �̄�1 = (2,1,1,3), �̄�2 = (0,1,−1,0),

�̄�3 = (1,−1,−1,1).

5.8 �̄�1 = (2,−1,1,0), �̄�2 = (0,1,−1,3),

�̄�3 = (2,−2,2,−3).

5.9 �̄�1 = (0,2,−1,−1), �̄�2 = (1,−1,1,0),

�̄�3 = (−1,−1,0,1).

5.10 �̄�1 = (−2,1,−3,−2), �̄�2 = (0,1,1,0),

�̄�3 = (−1,2,0,−1).

5.11 �̄�1 = (1,2,1,−1), �̄�2 = (1,1,0,0),

�̄�3 = (0,1,0,1).

5.12 �̄�1 = (−1,0,2,1), �̄�2 = (−4,−4,−2,−10),

�̄�3 = (3,2,−1,4).
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5.13 �̄�1 = (1,−2,3,1), �̄�2 = (−3,2,1,−3),

�̄�3 = (−1,0,2,−1).

5.14 �̄�1 = (−1,4,−3,2), �̄�2 = (4,−14,6,−2),

�̄�3 = (1,−3,0,1).

5.15 �̄�1 = (0,1,−4,3), �̄�2 = (1,−3,2,0),

�̄�3 = (−2,5,−1,2).
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8 КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

8.1 Элементы теории
В этой теме под полем 𝑃 будем понимать либо поле R

всех действительных чисел, либо поле C всех комплекс-
ных чисел.

8.1.1 Основные понятия

Квадратичной формой от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 над
полем 𝑃 называется многочлен 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) над полем 𝑃 ,
каждое слагаемое которого имеет вторую степень. Каж-
дая квадратичная форма может быть записана в следую-
щем симметричном виде

𝑓 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑎11𝑥
2
1 + 𝑎12𝑥1𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥1𝑥𝑛+

+𝑎21𝑥2𝑥1 + 𝑎22𝑥
2
2 + 𝑎23𝑥2𝑥3 + . . .+

+𝑎2𝑛𝑥2𝑥𝑛 + . . . + 𝑎𝑛1𝑥𝑛𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥𝑛𝑥2 + . . . + 𝑎𝑛𝑛𝑥
2
𝑛,

где для всех 𝑖 и 𝑗 коэффициенты 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑃 удовлетворяют
условию 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖. Если в первоначальной записи квадра-
тичной формы коэффициенты при 𝑥𝑖𝑥𝑗 и 𝑥𝑗𝑥𝑖 различны,
то можно сложить их и, разделив их сумму на два, полу-
чить равные.

Матрица 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), составленная из коэффициентов
квадратичной формы 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), записанной в симмет-
ричном виде, называется матрицей квадратичной формы
𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Ранг матрицы 𝐴 называется рангом квадра-
тичной формы. Очевидно, что матрица 𝐴 квадратичной
формы является симметрической квадратной матрицей
порядка 𝑛.
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Квадратичную форму удобно записывать в матричной
форме. Если обозначим матрицу (𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛) = 𝑋 , то

𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑋𝐴𝑋𝑇 ,

где 𝐴 — матрица квадратичной формы, 𝑋𝑇 — матрица,
полученная из 𝑋 транспонированием.

8.1.2 Линейное преобразование переменных

Линейным преобразованием переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛
над полем 𝑃 называется переход от них к новым пере-
менным 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, осуществляемый по формулам⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = α11𝑦1 + α12𝑦2 + . . . + α1𝑛𝑦𝑛,

𝑥2 = α21𝑦1 + α22𝑦2 + . . . + α2𝑛𝑦𝑛,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑥𝑛 = α𝑛1𝑦1 + α𝑛2𝑦2 + . . . + α𝑛𝑛𝑦𝑛,

(8.1)

где α𝑖𝑗 ∈ 𝑃 . Матрица 𝐴 = (α𝑖𝑗) называется матри-
цей данного линейного преобразования переменных. Если
определитель |𝐴| ≠ 0, то линейное преобразование пере-
менных называется невырожденным.

Если 𝑋 = (𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛), 𝑌 = (𝑦1 𝑦2 . . . 𝑦𝑛), то равен-
ства (8.1) можно записать в матричной форме

𝑋𝑇 = 𝐴𝑌 𝑇 .

Если линейное преобразование переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 не-
вырожденное, то переменные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 можно выразить
через переменные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 следующим образом:

𝑌 𝑇 = 𝐴−1𝑋𝑇 .

Такое линейное преобразование переменных 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 на-
зывается обратным к преобразованию (8.1).

Под произведением двух линейных преобразований пе-
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ременных понимается их последовательное выполнение.
Пусть линейное преобразование переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛

в переменные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 задано равенством 𝑋𝑇 = 𝐴𝑌 𝑇 ,
а линейное преобразование переменных 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 в пе-
ременные 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 задано равенством 𝑌 𝑇 = 𝐵𝑍𝑇 . То-
гда последовательное выполнение этих двух преобразова-
ний приводит к линейному преобразованию переменных
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 в переменные 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛, заданному равенством
𝑋𝑇 = (𝐴𝐵)𝑍𝑇 .

8.1.3 Канонический вид квадратичной формы

Квадратичная форма называется канонической, если
она не содержит произведений различный переменных,
т.е. имеет вид 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑎11𝑥1

2+𝑎22𝑥2
2+ . . .+𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛

2.
Каноническим видом квадратичной формы 𝑓 (𝑥1, . . . ,𝑥𝑛)

называется любая каноническая квадратичная форма
𝑔(𝑦1, . . . ,𝑦𝑛), в которую переходит форма 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в
результате применения некоторого невырожденного ли-
нейного преобразования переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.

Теорема 8.1. Любую квадратичную форму над по-
лем 𝑃 с помощью некоторого невырожденного линейного
преобразования переменных можно привести к канони-
ческому виду.

Важное свойство канонического вида квадратичной
формы дает следующая теорема.

Теорема 8.2. Число ненулевых коэффициентов в ка-
ноническом виде квадратичной формы над полем 𝑃 не
зависит от способа приведения квадратичной формы к
каноническому виду и равно рангу квадратичной формы.
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Теорема 8.2 позволяет ввести следующее понятие.
Индексом инерции квадратичной формы называется

число ненулевых коэффициентов в каноническом виде
этой квадратичной формы.

8.1.4 Способы приведения квадратичной формы
к каноническому виду

Одним из наиболее простых способов приведения квад-
ратичной формы к каноническому виду является метод
Лагранжа.

Пусть 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑎11𝑥
2
1+2𝑎12𝑥1𝑥2+ . . .+2𝑎1𝑛𝑥1𝑥𝑛+

+ 𝑎22𝑥
2
2+2𝑎23𝑥2𝑥3+ . . .+2𝑎2𝑛𝑥2𝑥𝑛+ . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑥

2
𝑛 есть квад-

ратичная форма над полем 𝑃 , где хотя бы один из коэф-
фициентов 𝑎𝑖𝑗 ̸= 0. Для приведения ее к каноническому
виду будем использовать следующие два действия.

(1) Если квадратичная форма содержит слагаемое ви-
да 2𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗, где 𝑖 ̸= 𝑗, и слагаемое 𝑎𝑖𝑖𝑥2𝑖 , то мы можем изба-
виться от всех произведений 𝑥𝑖𝑥𝑘, 𝑘 ̸= 𝑖, с помощью сле-
дующего невырожденного преобразования переменных:{︃

𝑦𝑖 = 𝑎𝑖𝑖𝑥𝑖 + 𝑎𝑖𝑖+1𝑥𝑖+1 + . . . + 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛,

𝑦𝑗 = 𝑥𝑗, если 𝑗 ̸= 𝑖.

Используем обратное преобразование переменных:{︃
𝑥𝑖 =

1
𝑎𝑖𝑖
𝑦𝑖 − 𝑎𝑖𝑖+1

𝑎𝑖𝑖
𝑦𝑖+1 − . . .− 𝑎𝑖𝑛

𝑎𝑖𝑖
𝑦𝑛,

𝑥𝑗 = 𝑦𝑗, если 𝑗 ̸= 𝑖.

Подставляя эти равенства в 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), получим квад-
ратичную форму 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), в которой нет произведе-
ний разных переменных, содержащих 𝑦𝑖.

(2) Если квадратичная форма содержит слагаемое ви-
да 2𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗, где 𝑖 ̸= 𝑗, и нет слагаемых 𝑎𝑖𝑖𝑥

2
𝑖 и 𝑎𝑗𝑗𝑥

2
𝑗 , то де-

24

ГГ
У 
им

. Ф
.  
Ск
ор
ин
ы



лаем невырожденное линейное преобразование перемен-
ных по формулам⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝑗,

𝑥𝑗 = 𝑦𝑖 + 𝑦𝑗,

𝑥𝑘 = 𝑦𝑘, если 𝑘 ̸= 𝑖 и 𝑘 ̸= 𝑗.

Это преобразование переводит квадратичную форму
𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в квадратичную форму 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), в ко-
торой появится слагаемое 𝑐𝑖𝑖𝑦

2
𝑖 и можно будет выполнить

действие (1).
Используя действия (1) и (2), через конечное число ша-

гов ненулевую квадратичную форму 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) мож-
но преобразовать к каноническому виду ℎ(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) =

= 𝑐11𝑧1
2+ . . .+ 𝑐𝑛𝑛𝑧𝑛

2. Если при этом мы последовательно
выполнили 𝑘 невырожденных линейных преобразований
переменных 𝑋𝑇 = 𝐴1𝑌

𝑇 , 𝑌 𝑇 = 𝐴2𝐻
𝑇 , . . . , 𝐹 𝑇 = 𝐴𝑘𝑍

𝑇 , то
равенство 𝑋𝑇 = (𝐴1 . . . 𝐴𝑘)𝑍

𝑇 и матрица 𝐵 = 𝐴1 . . . 𝐴𝑘

дают невырожденное линейное преобразование перемен-
ных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, которое переводит квадратичную форму
𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в канонический вид ℎ(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛).

Второй способ приведения квадратичной формы к ка-
ноническому виду применяется только для действитель-
ных квадратичных форм, т.е. квадратичных форм над по-
лем R. Он тесно связан с теорией самосопряженных ли-
нейных операторов конечномерного евклидова простран-
ства и основан на следующей теореме.

Теорема 8.3. Для любой действительной квадратич-
ной формы 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) существует линейное преобразо-
вание переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 с ортогональной матрицей,
приводящее эту квадратичную форму к каноническому
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виду. При этом коэффициентами при квадратах пере-
менных в каноническом виде будут корни характеристи-
ческого многочлена матрицы квадратичной формы.

8.1.5 Нормальный вид квадратичной формы

Нормальным видом комплексной квадратичной фор-
мы, т.е. квадратичной формы над полем C, называется
такой ее канонический вид, в котором все ненулевые ко-
эффициенты равны 1.

Теорема 8.4. Всякая комплексная квадратичная фор-
ма с помощью некоторого невырожденного линейного
преобразования переменных может быть приведена к
нормальному виду.

Если комплексная квадратичная форма 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

приведена к каноническому виду
𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = 𝑐11𝑦

2
1 + 𝑐22𝑦

2
2 + ... + 𝑐𝑛𝑛𝑦

2
𝑛,

то делаем следующее невырожденное линейное преобра-
зование переменных:{︃

𝑦𝑖 =
1√
𝑐𝑖𝑖
𝑧𝑖, если 𝑐𝑖𝑖 ̸= 0,

𝑦𝑗 = 𝑧𝑗, если 𝑐𝑗𝑗 = 0.

Такое преобразование переменных приведет квадратич-
ную форму 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) к нормальному виду квадратич-
ной формы 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Нормальным видом действительной квадратичной фор-
мы называется такой ее канонический вид, в котором все
ненулевые коэффициенты равны либо 1, либо −1.

Теорема 8.5. Всякую действительную квадратичную
форму можно привести к нормальному виду с помощью
невырожденного линейного преобразования переменных.
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Если действительная квадратичная форма 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
приведена к каноническому виду

𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = ±𝑐11𝑦
2
1 ± 𝑐22𝑦

2
2 ± . . .± 𝑐𝑛𝑛𝑦

2
𝑛,

где 𝑐𝑖𝑖 ≥ 0, то делаем следующее невырожденное линей-
ное преобразование переменных{︃

𝑦𝑖 =
1√
𝑐𝑖𝑖
𝑧𝑖, если 𝑐𝑖𝑖 ̸= 0,

𝑦𝑗 = 𝑧𝑗, если 𝑐𝑗𝑗 = 0.

Такое преобразование переменных приведет квадратич-
ную форму 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) к нормальному виду квадратич-
ной формы 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Следующая теорема дает важное свойство нормально-
го вида действительной квадратичной формы.

Теорема 8.6. Число положительных и число отри-
цательных коэффициентов в нормальном виде действи-
тельной квадратичной формы не зависит от выбора не-
вырожденного линейного преобразования переменных, ко-
торое приводит эту форму к нормальному виду.

Теорема 8.6 позволяет ввести следующие понятия. По-
ложительным индексом инерции действительной квад-
ратичной формы называется число положительных коэф-
фициентов в нормальном виде этой квадратичной формы,
а число отрицательных коэффициентов в нормальном ви-
де действительной квадратичной формы называется от-
рицательным индексом инерции.

8.1.6 Знакоопределенные квадратичные формы

Действительная квадратичная форма 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) на-
зывается положительно определенной, если для любых
действительных чисел 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, одновременно не равных
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нулю, выполняется неравенство 𝑓 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) > 0. Дей-
ствительная квадратичная форма 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) называет-
ся отрицательно определенной, если для любых действи-
тельных чисел 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, одновременно не равных нулю,
выполняется неравенство 𝑓 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) < 0. Положитель-
но и отрицательно определенные квадратичные формы
называются знакоопределенными.

Лемма 8.7. Если к переменным положительно (от-
рицательно) определенной квадратичной формы приме-
нить невырожденное линейное преобразование, то полу-
ченная квадратичная форма также будет положитель-
но (отрицательно) определенной.

Лемма 8.7 лежит в основе следующего способа распо-
знавания знакоопределенных квадратичных форм.

Теорема 8.8. Действительная квадратичная форма
𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) является положительно (отрицательно)
определенной тогда и только тогда, когда положитель-
ный (отрицательный) индекс инерции этой квадратич-
ной формы равен 𝑛.

Другой способ распознавания знакоопределенных квад-
ратичных форм называется критерием Сильвестра и свя-
зан понятием главных миноров матрицы.

Главными минорами квадратной матрицы

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
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называются миноры Δ1, Δ2, . . . , Δ𝑛, где

Δ1 = |𝑎11|,Δ2 =

⃒⃒⃒⃒
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
,Δ3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , . . . ,

Δ𝑛 = |𝐴|,
т. е. миноры всех порядков от 1 до 𝑛, расположенные в
левом верхнем углу матрицы 𝐴.

Теорема 8.9 (Критерий Сильвестра). Действи-
тельная квадратичная форма является положительно
определенной тогда и только тогда, когда все главные
миноры матрицы квадратичной формы положительны.
Действительная квадратичная форма является отри-
цательно определенной тогда и только тогда, когда все
главные миноры нечетного порядка матрицы квадратич-
ной формы отрицательны, а все главные миноры четно-
го порядка положительны.

8.2 Примеры решения задач
Пример 8.1. Найдите ранг квадратичной формы
𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) = 𝑥21 + 𝑥22 + 4𝑥1𝑥2 − 2𝑥3𝑥1 − 3𝑥2𝑥3 + 4𝑥1𝑥3.

� В результате приведения подобных слагаемых квадра-
тичная форма примет вид:

𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) = 𝑥21 + 4𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 𝑥22 − 3𝑥2𝑥3.

Запишем ее в симметричном виде
𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) = 𝑥21 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥1 + 𝑥22−

−3

2
𝑥2𝑥3 + 𝑥3𝑥1 −

3

2
𝑥3𝑥2 + 0 · 𝑥23.
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Матрицей квадратичной формы 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) будет

𝐴 =

⎛⎝1 2 1

2 1 −3
2

1 −3
2 0

⎞⎠ .

Найдем ранг матрицы 𝐴

𝐴 =

⎛⎝1 2 1

2 1 −3
2

1 −3
2 0

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼·(−2)−−−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼·(−1)

⎛⎝1 2 1

0 −3 −7
2

0 −7
2 −1

⎞⎠ 𝐼𝐼𝐼·(−3)+𝐼𝐼·72−−−−−−−−→

→

⎛⎝1 2 1

0 −3 −7
2

0 0 −37
4

⎞⎠ .

Таким образом, 𝑟(𝐴) = 3 и поэтому ранг квадратичной
формы 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) равен 3.

Ответ: 3. �

Пример 8.2. Используя метод Лагранжа, найдите ка-
нонический вид квадратичной формы

𝑔(𝑥1,𝑥2,𝑥3) = −2𝑥21 + 3𝑥22 − 2𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3.

Укажите невырожденное линейное преобразование пе-
ременных, приводящее к каноническому виду. Сделайте
проверку.
� Так как в квадратичной форме есть 𝑥21, то мы мо-
жем избавиться от произведений различных переменных,
содержащих 𝑥1. Для этого выполним следующее преобра-
зование переменных

𝑦1 = −2𝑥1 − 𝑥3, 𝑦2 = 𝑥2, 𝑦3 = 𝑥3.

Находим обратное преобразование переменных

𝑥1 = −1

2
𝑦1 −

1

2
𝑦3, 𝑥2 = 𝑦2, 𝑥3 = 𝑦3
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с матрицей линейного преобразования переменных

𝐴1 =

⎛⎝−1
2 0 −1

2

0 1 0

0 0 1

⎞⎠ .

Подставляя выражения для 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 в квадратичную
форму 𝑔(𝑥1,𝑥2,𝑥3), получим квадратичную форму

𝑔1(𝑦1,𝑦2,𝑦3) = −2

(︂
−1

2
𝑦1 −

1

2
𝑦3

)︂2

+ 3𝑦22−

−2

(︂
−1

2
𝑦1 −

1

2
𝑦3

)︂
𝑦3 + 4𝑦2𝑦3 = −1

2
𝑦21 − 𝑦1𝑦3 −

1

2
𝑦23+

+3𝑦22 + 𝑦1𝑦3 + 𝑦23 + 4𝑦2𝑦3 = −1

2
𝑦21 + 3𝑦22 +

1

2
𝑦23 + 4𝑦2𝑦3.

Так как в квадратичной форме есть 𝑦22, то мы мо-
жем избавиться от произведений различных переменных,
содержащих 𝑦2. Для этого сделаем следующее линейное
преобразование переменных:

𝑧1 = 𝑦1, 𝑧2 = 3𝑦2 + 2𝑦3, 𝑧3 = 𝑦3.

Находим обратное преобразование переменных

𝑦1 = 𝑧1, 𝑦2 =
1

3
𝑧2 −

2

3
𝑧3, 𝑦3 = 𝑧3

с матрицей линейного преобразования

𝐴2 =

⎛⎝1 0 0

0 1
3 −2

3

0 0 1

⎞⎠ .

Подставляя выражения для 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 в квадратичную
форму 𝑔1(𝑦1,𝑦2,𝑦3), получим квадратичную форму

𝑔2(𝑧1,𝑧2,𝑧3) = −1

2
𝑧21 + 3

(︂
1

3
𝑧2 −

2

3
𝑧3

)︂2

+
1

2
𝑧23+

+4

(︂
1

3
𝑧2 −

2

3
𝑧3

)︂
𝑧3 = −1

2
𝑧21 +

1

3
𝑧22 −

4

3
𝑧2𝑧3 +

4

3
𝑧23+
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+
1

2
𝑧23 +

4

3
𝑧2𝑧3 −

8

3
𝑧23 = −1

2
𝑧21 +

1

3
𝑧22 −

5

6
𝑧23.

Таким образом, квадратичная форма

𝑔2(𝑧1,𝑧2,𝑧3) = −1

2
𝑧21 +

1

3
𝑧22 −

5

6
𝑧23

является каноническим видом квадратичной фор-
мы 𝑔(𝑥1,𝑥2,𝑥3).

Найдем матрицу линейного преобразования перемен-
ных, приводящего квадратичную форму 𝑔(𝑥1,𝑥2,𝑥3) к ка-
ноническому виду

𝑇 = 𝐴1 ·𝐴2 =

⎛⎝−1
2 0 −1

2

0 1 0

0 0 1

⎞⎠⎛⎝1 0 0

0 1
3 −2

3

0 0 1

⎞⎠ =

⎛⎝−1
2 0 −1

2

0 1
3 −2

3

0 0 1

⎞⎠ .

Теперь запишем невырожденное линейное преобразова-
ние переменных, приводящее к каноническому виду квад-
ратичную форму 𝑔(𝑥1,𝑥2,𝑥3).

𝑥1 = −1

2
𝑧1 −

1

2
𝑧3, 𝑥2 =

1

3
𝑧2 −

2

3
𝑧3, 𝑥3 = 𝑧3.

Выполним проверку.
𝑔(𝑥1,𝑥2,𝑥3) = −2𝑥21 + 3𝑥22 − 2𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3 =

= −2

(︂
−1

2
𝑧1 −

1

2
𝑧3

)︂2

+ 3

(︂
1

3
𝑧2 −

2

3
𝑧3

)︂2

−

−2

(︂
−1

2
𝑧1 −

1

2
𝑧3

)︂
𝑧3 + 4

(︂
1

3
𝑧2 −

2

3
𝑧3

)︂
𝑧3 = −1

2
𝑧21 − 𝑧1𝑧3−

−1

2
𝑧23 +

1

3
𝑧22 −

4

3
𝑧2𝑧3 +

4

3
𝑧23 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧23 +

4

3
𝑧2𝑧3 −

8

3
𝑧23 =

= −1

2
𝑧21 +

1

3
𝑧22 −

5

6
𝑧23.

Ответ: 𝑔2(𝑧1,𝑧2,𝑧3) = −1
2𝑧

2
1 +

1
3𝑧

2
2 − 5

6𝑧
2
3; 𝑥1 = −1

2𝑧1−
1
2𝑧3,

𝑥2 =
1
3𝑧2 −

2
3𝑧3, 𝑥3 = 𝑧3. �
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Пример 8.3. Используя метод Лагранжа, приведите
квадратичную форму 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) = 2𝑥1𝑥2 − 4𝑥2𝑥3 к нор-
мальному виду над полями R и C. Укажите линейное пре-
образование переменных, приводящее к этому виду.
� Приведем квадратичную форму к каноническому ви-
ду. Так как в данной квадратичной форме нет квадратов
переменных, то получим их, выполняя следующее линей-
ное преобразование переменных

𝑥1 = 𝑦1 − 𝑦2, 𝑥2 = 𝑦1 + 𝑦2, 𝑥3 = 𝑦3
с матрицей

𝐴1 =

⎛⎝1 −1 0

1 1 0

0 0 1

⎞⎠ .

Подставляя эти выражения в квадратичную форму
𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3), получим

𝑓1(𝑦1,𝑦2,𝑦3) = 2(𝑦1 − 𝑦2)(𝑦1 + 𝑦2)− 4(𝑦1 + 𝑦2)𝑦3 =

= 2𝑦21 − 2𝑦22 − 4𝑦1𝑦3 − 4𝑦2𝑦3.

Поскольку теперь в квадратичной форме есть 𝑦21, то из-
бавимся от произведений различных переменных, содер-
жащих 𝑦1. Для этого сделаем следующее линейное преоб-
разование переменных

𝑧1 = 2𝑦1 − 2𝑦3, 𝑧2 = 𝑦2, 𝑧3 = 𝑦3.

Находим обратное преобразование переменных

𝑦1 =
1

2
𝑧1 + 𝑧3, 𝑦2 = 𝑧2, 𝑦3 = 𝑧3

с матрицей

𝐴2 =

⎛⎝1
2 0 1

0 1 0

0 0 1

⎞⎠ .

33

ГГ
У 
им

. Ф
.  
Ск
ор
ин
ы



Подставляя найденные 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 в квадратичную фор-
му 𝑓 (𝑦1,𝑦2,𝑦3), получим

𝑓2(𝑧1,𝑧2,𝑧3) = 2

(︂
1

2
𝑧1 + 𝑧3

)︂2

− 2𝑧22 − 4

(︂
1

2
𝑧1 + 𝑧3

)︂
𝑧3−

−4𝑧2𝑧3 =
1

2
𝑧21 + 2𝑧1𝑧3 + 2𝑧23 − 2𝑧22 − 2𝑧1𝑧3 − 4𝑧23−

−4𝑧2𝑧3 =
1

2
𝑧21 − 2𝑧22 − 2𝑧23 − 4𝑧2𝑧3.

Теперь избавимся от произведений различных пере-
менных, содержащих 𝑧2:

𝑡1 = 𝑧1, 𝑡2 = −2𝑧2 − 2𝑧3, 𝑡3 = 𝑧3,

откуда получаем линейное преобразование

𝑧1 = 𝑡1, 𝑧2 = −1

2
𝑡2 − 𝑡3, 𝑧3 = 𝑡3

с матрицей

𝐴3 =

⎛⎝1 0 0

0 −1
2 −1

0 0 1

⎞⎠ .

Подставляя выражения для 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 в квадратичную
форму 𝑓2(𝑧1,𝑧2,𝑧3), получим

𝑓3(𝑡1,𝑡2,𝑡3) =
1

2
𝑡21 − 2

(︂
−1

2
𝑡2 − 𝑡3

)︂2

− 2𝑡23−

−4

(︂
−1

2
𝑡2 − 𝑡3

)︂
𝑡3 =

1

2
𝑡21 −

1

2
𝑡22 − 2𝑡2𝑡3−

−2𝑡23 − 2𝑡23 + 2𝑡2𝑡3 + 4𝑡23 =
1

2
𝑡21 −

1

2
𝑡22.

Полученная квадратичная форма 𝑓3(𝑡1,𝑡2,𝑡3) является
каноническим видом квадратичной формы 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3).

(1) Найдем нормальный вид 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) над полем R.
Для этого сделаем замену переменных

𝑢1 = (1/
√
2)𝑡1, 𝑢2 = (1/

√
2)𝑡2, 𝑢3 = 𝑡3.
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Находим обратное линейное преобразование переменных
𝑡1 =

√
2𝑢1, 𝑡2 =

√
2𝑢2, 𝑡3 = 𝑢3

с матрицей

𝐴4 =

⎛⎝
√
2 0 0

0
√
2 0

0 0 1

⎞⎠ .

Подставляя 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 в квадратичную форму 𝑓3(𝑡1,𝑡2,𝑡3),
получим

𝑓4(𝑢1,𝑢2,𝑢3) = 𝑢21 − 𝑢22.

Эта квадратная форма будет нормальным видом квад-
ратичной формы 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) над R. Матрицей линейного
преобразования переменных будет матрица

𝑇 = 𝐴1 · 𝐴2 · 𝐴3 · 𝐴4 =

⎛⎜⎝
√
2
2

√
2
2 2√

2
2 −

√
2
2 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

Невырожденное линейное преобразование переменных,
приводящее 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) к нормальному виду над полем R
имеет вид:

𝑥1 =

√
2

2
𝑢1 +

√
2

2
𝑢2 + 2𝑢3, 𝑥2 =

√
2

2
𝑢1 −

√
2

2
𝑢2, 𝑥3 = 𝑢3.

(2) Для нахождения нормального вида квадратичной
формы 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) над полем C, сделаем следующую за-
мену переменных:

𝑢1 =
1√
2
𝑡1, 𝑢2 =

1√
−2

𝑡2, 𝑢3 = 𝑡3,

откуда получим линейное преобразование переменных
𝑡1 =

√
2𝑢1, 𝑡2 =

√
−2𝑢2 = 𝑖

√
2𝑢2, 𝑡3 = 𝑢3
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c матрицей

𝐵 =

⎛⎝
√
2 0 0

0 𝑖
√
2 0

0 0 1

⎞⎠ .

Подставляя 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 в квадратичную форму 𝑓3(𝑡1,𝑡2,𝑡3),
получим квадратичную форму

𝑓4(𝑢1,𝑢2,𝑢3) = 𝑢21 + 𝑢22,

которая и является нормальным видом 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) над
полем C. Матрица

𝑇1 = 𝐴1𝐴2𝐴3𝐵 =

⎛⎜⎝
2√
2

𝑖 2√
2

2
√
2
2 −𝑖

√
2
2 0

0 0 1

⎞⎟⎠
дает линейное преобразование переменных

𝑥1 =

√
2

2
𝑢1 + 𝑖

√
2

2
𝑢2 + 2𝑢3, 𝑥2 =

√
2

2
𝑢1 − 𝑖

√
2

2
𝑢2, 𝑥3 = 𝑢3,

которое приводит квадратичную форму 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) к нор-
мальному виду над полем C.

Ответ: R : 𝑓4(𝑢1,𝑢2,𝑢3) = 𝑢21 − 𝑢22,

𝑥1 =

√
2

2
𝑢1 +

√
2

2
𝑢2 + 2𝑢3, 𝑥2 =

√
2

2
𝑢1 −

√
2

2
𝑢2, 𝑥3 = 𝑢3.

C : 𝑓4(𝑢1,𝑢2,𝑢3) = 𝑢21 + 𝑢22,

𝑥1 =

√
2

2
𝑢1 + 𝑖

√
2

2
𝑢2 + 2𝑢3, 𝑥2 =

√
2

2
𝑢1 − 𝑖

√
2

2
𝑢2, 𝑥3 = 𝑢3.

�

Пример 8.4. Найдите линейное преобразование пере-
менных с ортогональной матрицей, которое квадратич-
ную форму 𝑓 (𝑥1, 𝑥2) = −2𝑥21 − 4𝑥22 + 2

√
3𝑥1𝑥2 приводит к

каноническому виду. Сделайте проверку.
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� Запишем матрицу квадратичной формы

𝐴 =

(︂
−2

√
3√

3 −4

)︂
.

Пусть 𝑉 есть двухмерное евклидово пространство с ор-
тонормированным базисом 𝑒1, 𝑒2. Обозначим через 𝑓 тот
линейный оператор пространства 𝑉 , который в базисе 𝑒1,
𝑒2 имеет матрицу 𝐴. Так как матрица 𝐴 симметрическая,
то оператор 𝑓 является самосопряженным и в простран-
стве 𝑉 существует базис из собственных векторов опера-
тора 𝑓 . Матрица перехода от базиса 𝑒1, 𝑒2 к ортонорми-
рованному базису из собственных векторов оператора𝑓
будет матрицей искомого линейного преобразования пе-
ременных.

Найдем собственные значения оператора 𝑓 .

|𝐴− λ𝐸| =
⃒⃒⃒⃒
−2− λ

√
3√

3 −4− λ

⃒⃒⃒⃒
=

= (−2− λ)(−4− λ)− 3 = λ
2 + 6λ + 5.

Из уравнения λ2 + 6λ + 5 = 0, находим собственные зна-
чения λ1 = −1, λ2 = −5.

Найдем собственные векторы, принадлежащие собствен-
ному значению λ1 = −1. Пусть �̄� = α1𝑒1 + α2𝑒2 такой
вектор. Тогда

(α1 α2)(𝐴− λ1𝐸) = (0 0),

(α1 α2)

(︂
−1

√
3√

3 −3

)︂
= (0 0),

откуда {︃
−α1 +

√
3α2 = 0,

√
3α1 − 3α2 = 0.

Решая систему, найдем α1 =
√
3α2, α2 ∈ R. Следова-
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тельно, множество собственных векторов, принадлежа-
щих собственному значению λ1 = −1 есть

𝐻−1 = {�̄� =
√
3α2𝑒1 + α2𝑒2|α2 ∈ R*}.

Выберем один из векторов �̄�1 =
√
3𝑒1 + 𝑒2 при α2 = 1.

Аналогично находим множество собственных векто-
ров, принадлежащих собственному значению λ2 = −5

𝐻−5 = {�̄� = − 1√
3
α2𝑒1 + α2𝑒2|α2 ∈ R*},

и выбираем один из векторов �̄�2 = − 1√
3
𝑒1+ 𝑒2 при α2 = 1.

Так как собственные векторы �̄�1 и �̄�2 принадлежат раз-
ным собственным значениям, то они линейно независимы
и в двухмерном пространстве 𝑉 образуют базис. Так как

(�̄�1, �̄�2) =

(︂√
3𝑒1 + 𝑒2,−

1√
3
𝑒1 + 𝑒2

)︂
=

=

(︂√
3𝑒1,−

1√
3
𝑒1

)︂
+

(︂
𝑒2,−

1√
3
𝑒1

)︂
+
(︁√

3𝑒1, 𝑒2

)︁
+

+ (𝑒2, 𝑒2) = −(𝑒1, 𝑒1)−
1√
3
(𝑒2, 𝑒1) +

√
3(𝑒1, 𝑒2)+

+(𝑒2, 𝑒2) = −1− 1√
3
· 0 +

√
3 · 0 + 1 = 0,

то базис �̄�1, �̄�2 ортогональный.
Нормируем векторы �̄�1 и �̄�2:

�̄�1 =
�̄�1

‖�̄�1‖
=

1√
3 + 1

(︁√
3𝑒1 + 𝑒2

)︁
=

√
3

2
𝑒1 +

1

2
𝑒2,

�̄�2 =
�̄�2
‖�̄�2‖

=
1√︁
1
3 + 1

(︂
− 1√

3
𝑒1 + 𝑒2

)︂
= −1

2
𝑒1 +

√
3

2
𝑒2.

Векторы �̄�1 и �̄�2 образуют ортонормированный базис ев-
клидова пространства 𝑉 , состоящий из собственных век-
торов оператора 𝑓 .
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Матрица перехода от базиса 𝑒1, 𝑒2 к базису �̄�1, �̄�2

𝑇 =

(︃√
3
2

1
2

−1
2

√
3
2

)︃
будет ортогональной. Действительно,

𝑇 · 𝑇 𝑇 =

(︃√
3
2

1
2

−1
2

√
3
2

)︃(︃√
3
2 −1

2
1
2

√
3
2

)︃
=

(︂
1 0

0 1

)︂
.

Линейное преобразование переменных с матрицей 𝑇

𝑦1 =

√
3

2
𝑥1 +

1

2
𝑥2, 𝑦2 = −1

2
𝑥1 +

√
3

2
𝑥2

является искомым.
Проверка. Линейное преобразование переменных, об-

ратное найденному, будет иметь матрицу

𝑇−1 = 𝑇 𝑇 =

(︃√
3
2 −1

2
1
2

√
3
2

)︃
,

откуда

𝑥1 =

√
3

2
𝑦1 −

1

2
𝑦2, 𝑥2 =

1

2
𝑦1 +

√
3

2
𝑦2.

Тогда
𝑓 (𝑥1, 𝑥2) = −2𝑥21 − 4𝑥22 + 2

√
3𝑥1𝑥2 =

= −2

(︃√
3

2
𝑦1 −

1

2
𝑦2

)︃2

− 4

(︃
1

2
𝑦1 +

√
3

2
𝑦2

)︃2

+

+2
√
3

(︃√
3

2
𝑦1 −

1

2
𝑦2

)︃(︃
1

2
𝑦1 +

√
3

2
𝑦2

)︃
=

= -2

(︃
3

4
𝑦21 −

√
3

2
𝑦1𝑦2 +

1

4
𝑦22

)︃
− 4

(︃
1

4
𝑦21 +

√
3

2
𝑦1𝑦2 +

3

4
𝑦22

)︃
+

+2
√
3

(︃√
3

4
𝑦21 −

1

4
𝑦1𝑦2 +

3

4
𝑦1𝑦2 −

√
3

4
𝑦22

)︃
=
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= −3

2
𝑦21 +

√
3𝑦1𝑦2 −

1

2
𝑦22 − 𝑦21 − 2

√
3𝑦1𝑦2 − 3𝑦22+

+
3

2
𝑦21 +

√
3𝑦1𝑦2 −

3

2
𝑦22 = −𝑦21 − 5𝑦22.

Ответ: 𝑦1 =
√
3
2 𝑥1 +

1
2𝑥2, 𝑦2 = −1

2𝑥1 +
√
3
2 𝑥2. �

Пример 8.5. Укажите множество значений λ, при ко-
торых действительная квадратичная форма

𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) = 𝑥21 + λ𝑥
2
2 + 𝑥23 + 2λ𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3

является: а) положительно определенной; б) отрицатель-
но определенной.
� Составим матрицу квадратичной формы

𝐴 =

⎛⎝ 1 λ −1

λ λ 0

−1 0 1

⎞⎠ .

Матрица 𝐴 имеет три главных минора

Δ1 = |1| = 1, Δ2 =

⃒⃒⃒⃒
1 λ

λ λ

⃒⃒⃒⃒
= λ− λ

2,

Δ3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 λ −1

λ λ 0

−1 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = λ− λ− λ

2 = −λ2.

а) По критерию Сильвестра квадратичная форма яв-
ляется положительно определенной, если все главные ми-
норы матрицы квадратичной формы положительны⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Δ1 > 0,

Δ2 > 0,

Δ3 > 0,

откуда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 > 0,

λ− λ2 > 0,

−λ2 > 0.

Решая систему неравенств, получим λ ∈ ∅.
б) По критерию Сильвестра квадратичная форма яв-

ляется отрицательно определенной, если все главные ми-
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норы нечетного порядка отрицательны, а все миноры чет-
ного порядка положительны.⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Δ1 < 0,

Δ2 > 0,

Δ3 < 0,

откуда

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 < 0,

λ− λ2 > 0,

−λ2 < 0.

Так как первое неравенство системы не выполняется при
любом λ ∈ R, то система решений не имеет: λ ∈ ∅.

Ответ: а) ∅; б) ∅. �

8.3 Индивидуальные задания
1 Найдите ранг квадратичной формы 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3,𝑥4).

1.1 𝑥21 + 2𝑥1𝑥2 − 𝑥23 − 4𝑥3𝑥4.

1.2 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4.

1.3 𝑥21 − 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 − 2𝑥1𝑥4 + 𝑥22 + 2𝑥2𝑥3.

1.4 𝑥21 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥3𝑥4.

1.5 2𝑥21 + 4𝑥1𝑥2 − 𝑥23 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥24 − 𝑥2𝑥4.

1.6 𝑥21 − 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥3𝑥4 + 𝑥24.

1.7 2𝑥1𝑥2 − 6𝑥1𝑥3 − 6𝑥2𝑥4 + 2𝑥3𝑥4.

1.8 𝑥21 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑥22 − 2𝑥23 − 4𝑥3𝑥4 − 2𝑥24.

1.9 −𝑥21 + 5𝑥23 + 8𝑥24 + 8𝑥2𝑥3 − 4𝑥2𝑥4.

1.10 𝑥21 − 3𝑥23 + 2𝑥1𝑥3 − 4𝑥1𝑥4 + 2𝑥2𝑥4.

1.11 𝑥21 − 𝑥22 + 2𝑥23 − 𝑥1𝑥4 + 2𝑥3𝑥4.

1.12 𝑥21 + 𝑥23 − 2𝑥24 + 𝑥1𝑥2 − 2𝑥2𝑥3.

1.13 −2𝑥21 + 𝑥23 − 𝑥24 + 2𝑥1𝑥3 − 6𝑥2𝑥4 + 8𝑥3𝑥4.

1.14 𝑥21 − 3𝑥22 − 4𝑥24 + 4𝑥1𝑥2 − 2𝑥2𝑥4 + 𝑥3𝑥4.

1.15 −𝑥21 + 𝑥23 − 𝑥24 − 2𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3 + 6𝑥3𝑥4.

2 Используя метод Лагранжа, найдите канонический
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вид квадратичной формы 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3). Укажите невырож-
денное линейное преобразование переменных, приводя-
щее к каноническому виду. Сделайте проверку.

2.1 𝑥21 + 𝑥22 + 3𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.

2.2 𝑥21 − 2𝑥22 + 𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.

2.3 𝑥21 − 3𝑥22 − 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 − 6𝑥2𝑥3.

2.4 𝑥21 + 5𝑥22 − 4𝑥23 + 2𝑥1𝑥3 − 4𝑥1𝑥2.

2.5 4𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 − 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3.

2.6 2𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3.

2.7 2𝑥21 + 6𝑥22 − 4𝑥23 − 2𝑥1𝑥3 + 4𝑥1𝑥2 − 8𝑥2𝑥3.

2.8 2𝑥21 + 3𝑥22 + 4𝑥23 − 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3.

2.9 3𝑥21 − 2𝑥22 + 2𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 − 6𝑥2𝑥3.

2.10 5𝑥21 + 6𝑥22 + 4𝑥1𝑥2 − 3𝑥23 − 2𝑥2𝑥3.

2.11 3𝑥21 − 2𝑥22 + 2𝑥1𝑥3 − 4𝑥2𝑥3.

2.12 −2𝑥23 + 𝑥21 + 2𝑥1𝑥3 − 6𝑥1𝑥2.

2.13 𝑥21 + 2𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3.

2.14 2𝑥21 − 𝑥22 + 2𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3.

2.15 𝑥21 + 𝑥22 + 5𝑥23 − 6𝑥!𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.

3 Используя метод Лагранжа, приведите квадратич-
ную форму 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) к нормальному виду над полями
R и C. Укажите линейное преобразование переменных,
приводящее к этому виду.

3.1 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3.

3.2 2𝑥1𝑥3 − 4𝑥2𝑥3.

3.3 2𝑥1𝑥2 − 𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.

3.4 −4𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3.

3.5 𝑥1𝑥2 − 4𝑥2𝑥3 + 6𝑥1𝑥3.

3.6 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3.

3.7 −2𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3.
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3.8 𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3.

3.9 2𝑥1𝑥3 + 4𝑥1𝑥2 − 2𝑥2𝑥3.

3.10 −𝑥1𝑥2 + 6𝑥2𝑥3.

3.11 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3.

3.12 −4𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.

3.13 −𝑥1𝑥2 + 4𝑥2𝑥3.

3.14 2𝑥1𝑥2 − 𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.

3.15 4𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3.

4 Найдите линейное преобразование переменных с ор-
тогональной матрицей, приводящее к каноническому ви-
ду квадратичную форму 𝑓 (𝑥1, 𝑥2). Сделайте проверку.

4.1 5𝑥21 + 8𝑥22 + 4𝑥1𝑥2.

4.2 3𝑥21 + 3𝑥22 + 2𝑥1𝑥2.

4.3 4𝑥22 + 2
√
5𝑥1𝑥2.

4.4 5𝑥21 + 5𝑥22 − 6𝑥1𝑥2.

4.5 2𝑥21 + 2𝑥22 + 2𝑥1𝑥2.

4.6 𝑥21 + 2
√
2𝑥1𝑥2.

4.7 𝑥21 − 𝑥22 + 2
√
3𝑥1𝑥2.

4.8 −3𝑥21 − 3𝑥22 + 4𝑥1𝑥2.

4.9 2𝑥21 + 3𝑥22 + 2
√
2𝑥1𝑥2.

4.10 10𝑥1𝑥2.

4.11 4𝑥21 + 𝑥22 − 4𝑥1𝑥2.

4.12 𝑥21 + 3𝑥22 + 4
√
2𝑥1𝑥2.

4.13 −2
√
2𝑥1𝑥2.

4.14 𝑥21 + 𝑥22 + 2𝑥1𝑥2.

4.15 −𝑥21 + 𝑥22 + 2
√
3𝑥1𝑥2.

5 Укажите множество значений λ, при которых дей-
ствительная квадратичная форма 𝑓 (𝑥1,𝑥2,𝑥3) является:
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а) положительно определенной; б) отрицательно опреде-
ленной.

5.1 5𝑥21 + 𝑥22 + λ𝑥
2
3 + 4𝑥1𝑥2 − 2λ𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3.

5.2 2𝑥21 + λ𝑥
2
2 + 3𝑥23 + 2λ𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3.

5.3 λ𝑥21 + 𝑥22 + 5𝑥23 + 2λ𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3.

5.4 λ𝑥21 + 4𝑥22 + 𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 + 4λ𝑥1𝑥3 + 6𝑥2𝑥3.

5.5 𝑥21 − λ𝑥22 + 𝑥23 − 4𝑥1𝑥2 + 2λ𝑥2𝑥3.

5.6 λ𝑥21 + 2𝑥22 + 3𝑥23 − 2𝑥1𝑥2 + 2λ𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3.

5.7 2λ𝑥21 + 2𝑥22 + 𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 + 6𝑥1𝑥3 + 2λ𝑥2𝑥3.

5.8 2𝑥21 + 𝑥22 + λ𝑥
2
3 + 2λ𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3.

5.9 4𝑥21 + λ𝑥
2
2 + 𝑥23 + 2λ𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 − 6𝑥2𝑥3.

5.10 λ𝑥21 + 2𝑥22 + 3𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 − 2λ𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3.

5.11 λ𝑥21 + 2𝑥22 + 5𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 − 4λ𝑥2𝑥3.

5.12 𝑥21 + λ𝑥
2
2 + 𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 − 2λ𝑥1𝑥3.

5.13 −λ𝑥21 + 𝑥22 + 3𝑥23 − 4λ𝑥1𝑥2 + 6𝑥2𝑥3.

5.14 −2λ𝑥21 + 2𝑥22 + 𝑥23 − 4𝑥1𝑥2 + 2λ𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3.

5.15 2𝑥21 − λ𝑥22 + 𝑥23 − 6λ𝑥1𝑥2 + 2𝑥2𝑥3.
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