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5 СТРОЕНИЕ МАТРИЦЫ ЛИНЕЙНОГО
ОПЕРАТОРА

5.1 Элементы теории

5.1.1 Подобие матриц линейного оператора

Матрицы 𝐴 и 𝐵, принадлежащие линейному прост-
ранству 𝑀𝑛(𝑃 ), называются подобными, если существует
невырожденная матрица 𝑇 ∈ 𝑀𝑛(𝑃 ) такая, что

𝐵 = 𝑇𝐴𝑇−1.

Из теоремы 4.5 следует, что матрицы линейного опера-
тора 𝑛-мерного линейного пространства 𝑉 над полем 𝑃 в
разных базисах подобны, причем матрица 𝑇 в этом слу-
чае совпадает с матрицей перехода от одного базиса к
другому. Таким образом, каждому линейному оператору
линейного пространства 𝑉 соответствует класс подобных
матриц, которые представляют линейный оператор в раз-
личных базисах.

Следующие три леммы дают необходимые признаки
подобия матриц.

Лемма 5.1. Если матрицы 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛(𝑃 ) подобны,
то их определители равны.

Сумма всех элементов главной диагонали квадратной
матрицы 𝐴 называется следом матрицы. След матри-
цы 𝐴 обозначается 𝑡𝑟 𝐴.

Лемма 5.2. Если матрицы 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛(𝑃 ) подобны,
то 𝑡𝑟 𝐴 = 𝑡𝑟 𝐵.

Пусть матрица 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛(𝑃 ), λ — некоторая пере-
менная. Характеристическим многочленом матрицы 𝐴
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называется определитель

|𝐴− λ𝐸| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑎11 − λ 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 − λ . . . 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛 − λ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Лемма 5.3. Характеристические многочлены подоб-
ных матриц равны.

5.1.2 Собственные векторы линейного оператора

Так как линейный оператор представлен в разных ба-
зисах линейного пространства разными матрицами, то
возникает задача отыскания такого базиса, в котором
матрица линейного оператора имеет наиболее простой
вид. Решение этой задачи тесно связано с понятием соб-
ственного вектора линейного оператора.

Пусть 𝑓 — линейный оператор линейного простран-
ства 𝑉 над полем 𝑃 . Ненулевой вектор �̄� ∈ 𝑉 называ-
ется собственным вектором линейного оператора 𝑓 , ес-
ли 𝑓 (�̄�) = λ�̄� для некоторого элемента λ ∈ 𝑃 . Элемент λ
называется в этом случае собственным значением опера-
тора 𝑓 . Способ нахождения собственных значений линей-
ного оператора дает следующая теорема.

Теорема 5.4. Собственными значениями линейного
оператора 𝑓 конечномерного линейного пространства 𝑉

над полем 𝑃 являются все, принадлежащие полю 𝑃 , кор-
ни характеристического многочлена матрицы операто-
ра 𝑓 и только они.

Пусть 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 есть базис линейного простран-
ства 𝑉 над полем 𝑃 , 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝑃 ) есть матрица линейного
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оператора 𝑓 в этом базисе и λ ∈ 𝑃 — собственное значе-
ние оператора 𝑓 . Если �̄� = α1𝑒1 + α2𝑒2 + . . . + α𝑛𝑒𝑛 есть
собственный вектор, принадлежащий собственному зна-
чению λ, то

(α1α2 . . .α𝑛)(𝐴− λ𝐸) = (0 0 . . . 0).

Переходя от этого матричного уравнения к системе урав-
нений относительно α1, α2, . . . , α𝑛 и решая ее, можем най-
ти все собственные векторы, принадлежащие собственно-
му значению λ.

5.1.3 Диагонализируемость линейного оператора

Линейный оператор 𝑓 𝑛-мерного линейного простран-
ства 𝑉 называется диагонализируемым, если в некотором
базисе пространства 𝑉 матрица оператора 𝑓 имеет диа-
гональный вид

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
α1 0 . . . 0

0 α2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . α𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Следующая теорема является основной при исследовании
вопроса о диагонализируемости линейного оператора.

Теорема 5.5. Пусть 𝑓 есть линейный оператор ко-
нечномерного линейного пространства 𝑉 над полем 𝑃 .
Оператор 𝑓 диагонализируем тогда и только тогда, ко-
гда в пространстве 𝑉 существует базис из собственных
векторов оператора 𝑓 .

Если �̄�1, �̄�2, . . . , �̄�𝑛 есть базис из собственных векторов
пространства 𝑉 , принадлежащих собственным значени-
ям λ1, λ2, . . . , λ𝑛, соответственно, то матрица линейного
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оператора 𝑓 в этом базисе имеет вид

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λ𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

причем среди собственных значений λ1, λ2, . . . , λ𝑛 мо-
гут быть одинаковые. Очевидно также, что если хотя бы
один из корней характеристического многочлена линей-
ного оператора не принадлежит полю 𝑃 , то оператор 𝑓

не диагонализируем.
При построении базиса из собственных векторов по-

лезна следующая теорема.
Теорема 5.6. Собственные векторы линейного опера-

тора, принадлежащие различным собственным значени-
ям, линейно независимы.

Следствие 5.6.1. Пусть 𝑓 — линейный опера-
тор линейного пространства 𝑉 над полем 𝑃 . Если все
корни характеристического многочлена оператора 𝑓

принадлежат полю 𝑃 и различны, то оператор 𝑓

диагонализируем.

5.1.4 Жорданова нормальная форма матрицы

Однако не всегда матрицу линейного оператора можно
привести к диагональному виду. В таком случае наиболее
простым видом матрицы линейного оператора является
ее жорданова нормальная форма.

Пусть 𝑃 — поле, 𝑎 ∈ 𝑃 . Клеткой Жордана порядка 𝑘

для элемента 𝑎 ∈ 𝑃 называется квадратная матрица по-
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рядка 𝑘 следующего вида

𝐽𝑘(𝑎) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎 1 0 . . . 0 0

0 𝑎 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 𝑎 1

0 0 0 . . . 0 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Жордановой матрицей или матрицей Жордана назы-
вается клеточно-диагональная квадратная матрица 𝐵 по-
рядка 𝑛 с клетками Жордана на главной диагонали

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐽𝑘1(𝑎) 0 . . . 0

0 𝐽𝑘2(𝑏) . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 𝐽𝑘𝑡(𝑐)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑘1 + 𝑘2 + . . . + 𝑘𝑡 = 𝑛.
Если 𝐴 есть произвольная квадратная матрица над по-

лем 𝑃 и 𝐵 — подобная ей матрица Жордана над полем 𝑃 ,
то матрицу 𝐵 называют жордановой нормальной формой
матрицы 𝐴.

Условия существования жордановой нормальной фор-
мы дает следующая теорема.

Теорема 5.7. Для существования жордановой нор-
мальной формы квадратной матрицы порядка 𝑛 над по-
лем 𝑃 необходимо и достаточно, чтобы характеристи-
ческий многочлен этой матрицы имел в поле 𝑃 𝑛 корней
с учетом их кратности.
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5.1.5 Приведение матрицы к жордановой
нормальной форме

Пусть 𝐴— квадратная матрица порядка𝑛 над полем𝑃 .
При нахождении жордановой нормальной формы матри-
цы 𝐴 будем руководствоваться следующими правилами.

1 Если хотя бы один из корней характеристического
многочлена матрицы 𝐴 не принадлежит полю 𝑃 , то по
теореме 5.7 матрица 𝐴 жордановой нормальной формы
не имеет.

2 Если 𝑎 ∈ 𝑃 является корнем кратности 1 характе-
ристического многочлена матрицы 𝐴, то в жордановой
нормальной форме ему соответствует только одна клетка
Жордана порядка 1 вида 𝐽1(𝑎) = (𝑎).

3 Если 𝑎 ∈ 𝑃 является корнем кратности 𝑘 > 1 харак-
теристического многочлена матрицы 𝐴, то в жордановой
нормальной форме ему соответствует одна или несколько
клеток Жордана, сумма порядков которых равна кратно-
сти 𝑘. Общее число клеток Жордана для элемента 𝑎 мож-
но определить с помощью формулы 𝑙(𝑎) = 𝑛− 𝑟(𝐴−𝑎𝐸),
где 𝑛 — порядок матрицы 𝐴, 𝑟(𝐴− 𝑎𝐸) — ранг матрицы
(𝐴− 𝑎𝐸).

4 Если информации об общем числе 𝑙(𝑎) клеток Жор-
дана для корня 𝑎 недостаточно для составления жордано-
вой нормальной формы, можно определить число клеток
Жордана порядка 𝑡 для элемента 𝑎 с помощью формулы
𝑙𝑡(𝑎) = 𝑟(𝐴−𝑎𝐸)𝑡+1− 2𝑟(𝐴−𝑎𝐸)𝑡+ 𝑟(𝐴−𝑎𝐸)𝑡−1, считая,
что (𝐴− 𝑎𝐸)0 = 𝐸.

5 Порядок расстановки клеток Жордана в жордановой
нормальной форме значения не имеет.
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5.2 Примеры решения задач
Пример 5.1. Найдите собственные векторы линейно-

го оператора 𝑓 , заданного в базисе 𝑒1, 𝑒2 комплексного
линейного пространства 𝑉 матрицей

𝐴 =

(︂
1 −1

1 1

)︂
.

� Составим характеристический многочлен матрицы 𝐴

|𝐴− λ𝐸| =
⃒⃒⃒⃒
1− λ −1

1 1− λ

⃒⃒⃒⃒
= (1− λ)2 + 1 = λ

2 − 2λ + 2.

Находим корни характеристического многочлена в поле
комплексных чисел.

λ
2 − 2λ + 2 = 0,

𝐷 = 4− 4 · 2 = −4,
√
𝐷 =

√
−4 = ±2𝑖.

λ1 =
2− 2𝑖

2
= 1− 𝑖, λ2 =

2 + 2𝑖

2
= 1 + 𝑖.

Найденные числа λ1 и λ2 являются собственными значе-
ниями линейного оператора 𝑓 в поле C.

Найдем собственные векторы линейного оператора 𝑓 ,
принадлежащие собственному значению λ1 = 1− 𝑖. Пусть
�̄� = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 есть искомый собственный вектор. Тогда

(𝑥1 𝑥2)

(︂
1− (1− 𝑖) −1

1 1− (1− 𝑖)

)︂
= (0 0),

(𝑥1 𝑥2)

(︂
𝑖 −1

1 𝑖

)︂
= (0 0),

откуда получаем систему{︃
𝑖𝑥1 + 𝑥2 = 0,

−𝑥1 + 𝑖𝑥2 = 0.
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Решаем систему методом Гаусса(︂
𝑖 1

−1 𝑖

⃒⃒⃒⃒
0

0

)︂
𝐼𝐼+𝐼·(−𝑖)−−−−−→

(︂
𝑖 1

0 0

⃒⃒⃒⃒
0

0

)︂
.

Соответствующая ступенчатая система 𝑖𝑥1+𝑥2 = 0 имеет
бесконечно много решений: 𝑥1 = 𝑖𝑥2 и 𝑥2 ∈ C.

Таким образом, множество собственных векторов, при-
надлежащих собственному значению λ1 = 1− 𝑖, имеет вид

𝐻1−𝑖 = {�̄� = 𝑖α𝑒1 + α𝑒2|α ∈ C*}, где C* = C ∖ {0}.
Аналогично находим множество собственных векторов,
принадлежащих собственному значению λ2 = 1 + 𝑖.

𝐻1+𝑖 = {�̄� = −𝑖α𝑒1 + α𝑒2|α ∈ C*}.
Ответ:

𝐻1−𝑖 = {�̄� = 𝑖α𝑒1 + α𝑒2|α ∈ C*},
𝐻1+𝑖 = {�̄� = −𝑖α𝑒1 + α𝑒2|α ∈ C*}.

�

Пример 5.2. Найдите собственные векторы линейно-
го оператора 𝑓 , заданного в базисе 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 действитель-
ного линейного пространства 𝑉 матрицей

𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 2

1 0 2

−2 1 −1

⎞⎠ .

� Составим характеристический многочлен матрицы 𝐴

и найдем его действительные корни.

|𝐴− λ𝐸| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2− λ −1 2

1 −λ 2

−2 1 −1− λ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= (2− λ)λ(1 + λ) + 2 + 4− 4λ− 2(2− λ)− (1 + λ) =

= (2− λ)(λ + λ2) + 6− 4λ− 4 + 2λ− 1− λ =

= 2λ− λ
2 + 2λ2 − λ

3 + 1− 3λ = −λ3 + λ2 − λ + 1 =

10
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= −λ2(λ− 1)− (λ− 1) = (λ− 1)(−λ2 − 1).

Из уравнения (λ − 1)(−λ2 − 1) = 0 находим только один
корень λ1 = 1, принадлежащий полю R. Следовательно,
линейный оператор 𝑓 имеет над полем R одно собственное
значение λ = 1.

Пусть �̄� = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3 есть собственный вектор,
принадлежащий собственному значению λ = 1. Тогда(︀

𝑥1 𝑥2 𝑥3
)︀⎛⎝ 1 −1 2

1 −1 2

−2 1 −2

⎞⎠ =
(︀
0 0 0

)︀
,

откуда получаем систему уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 0,

−𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 0,

2𝑥1 + 2𝑥2 − 2𝑥3 = 0.
Решаем систему методом Гаусса⎛⎝ 1 1 −2

−1 −1 1

2 2 −2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 00
0

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼)−−−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼·(−2)

⎛⎝ 1 1 −2

0 0 −1

0 0 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 00
0

⎞⎠ −→

𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼·2−−−−−→

⎛⎝ 1 1 −2

0 0 −1

0 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 00
0

⎞⎠ .

Соответствующая ступенчатая система{︃
𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 0,

−𝑥3 = 0

имеет бесконечно много решений: 𝑥1 = −𝑥2, 𝑥2 — любое
действительное число, 𝑥3 = 0.

Таким образом, множество всех собственных векторов,
принадлежащих собственному значению λ = 1, имеет вид

𝐻1 = {�̄� = −α𝑒1 + α𝑒2|α ∈ R*}.
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Ответ: 𝐻1 = {�̄� = −α𝑒1 + α𝑒2|α ∈ R*}. �

Пример 5.3. Докажите, что оператор 𝑓 действитель-
ного линейного пространства 𝑉 , имеющий в базисе 𝑒1, 𝑒2
матрицу

𝐴 =

(︂
3 −1

−2 2

)︂
,

диагонализируем. Найдите базис пространства 𝑉 , в кото-
ром матрица оператора 𝑓 имеет диагональный вид. Ука-
жите этот вид.
� Составим характеристический многочлен матрицы 𝐴

и найдем его корни.

|𝐴− λ𝐸| =
⃒⃒⃒⃒
3− λ −1

−2 2− λ

⃒⃒⃒⃒
= (3− λ)(2− λ)− 2 = λ

2− 5λ+4.

Из уравнения λ2 − 5λ + 4 = 0 находим λ1 = 1, λ2 = 4. Так
как все корни характеристического многочлена принадле-
жат полю R и различны, то по следствию 5.6.1 оператор 𝑓

диагонализируем над полем R. Базис, в котором матрица
линейного оператора имеет диагональный вид, состоит из
собственных векторов оператора 𝑓 .

Найдем собственные векторы �̄� = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2, принад-
лежащие собственному значению λ1 = 1.

(𝑥1 𝑥2)

(︂
3− 1 −1

−2 2− 1

)︂
= (0 0),

откуда {︃
2𝑥1 − 2𝑥2 = 0,

−𝑥1 + 𝑥2 = 0.

Решая систему методом Гаусса, найдем 𝑥1 = 𝑥2, 𝑥2 ∈ R.
Таким образом,

𝐻1 = {�̄� = 𝑥2𝑒1 + 𝑥2𝑒2|𝑥2 ∈ R*}.
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Выберем один из собственных векторов. Например, при
𝑥2 = 1 получим �̄�1 = 𝑒1 + 𝑒2.

Аналогично находим множество собственных векто-
ров, принадлежащих собственному значению λ2 = 4,

𝐻4 = {�̄� = −2𝑥2𝑒1 + 𝑥2𝑒2|𝑥2 ∈ R*}.
Выбираем один из собственных векторов �̄�2 = −2𝑒1 + 𝑒2.

По теореме 5.6 собственные векторы �̄�1 и �̄�2 линейно
независимы. Поскольку dim𝑉 = 2, то векторы �̄�1 и �̄�2
образуют базис пространства 𝑉 .

Находим матрицу оператора 𝑓 в базисе �̄�1, �̄�2. Так как
𝑓 (�̄�1) = λ1�̄�1 = 1 · �̄�1 + 0 · �̄�2,
𝑓 (�̄�2) = λ2�̄�2 = 0 · �̄�1 + 4 · �̄�2,

то в базисе �̄�1, �̄�2 линейный оператор 𝑓 имеет матрицу

𝐵 =

(︂
1 0

0 4

)︂
.

Ответ: �̄�1 = 𝑒1 + 𝑒2, �̄�2 = −2𝑒1 + 𝑒2 — базис, в котором
матрица оператора 𝑓 имеет вид

𝐵 =

(︂
1 0

0 4

)︂
.

�

Пример 5.4. Можно ли матрицу 𝐴 линейного опера-
тора 𝑓 векторного пространства 𝑉 над полем R приве-
сти к диагональному виду путем перехода к новому ба-
зису? Найдите этот базис и соответствующую диагональ-
ную матрицу.

1 𝐴 =

(︂
4 −3

3 −2

)︂
; 2 𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 1

−1 2 −1

2 −2 3

⎞⎠ .

� 1 Составим характеристический многочлен матрицы 𝐴
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и найдем его корни.

|𝐴− λ𝐸| =
⃒⃒⃒⃒
4− λ −3

3 −2− λ

⃒⃒⃒⃒
=

= (4− λ)(−2− λ) + 9 = λ
2 − 2λ + 1 = (λ− 1)2.

Из уравнения (λ− 1)2 = 0 находим λ1 = λ2 = 1.
Выясним, можно ли составить базис пространства 𝑉

из собственных векторов. Для этого найдем множество
собственных векторов �̄� = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2, принадлежащих
собственному значению λ = 1.(︀

𝑥1 𝑥2
)︀(︂4− 1 −3

3 −2− 1

)︂
=
(︀
0 0
)︀
,

откуда {︃
3𝑥1 + 3𝑥2 = 0,

−3𝑥1 − 3𝑥2 = 0.

Решая систему, находим 𝑥1 = −𝑥2, 𝑥2 ∈ R.
Таким образом, искомое множество собственных век-

торов
𝐻1 = {�̄� = −α𝑒1 + α𝑒2|α ∈ R*}.

Так как каждый из собственных вектор �̄� = α(−𝑒1 + 𝑒2)

линейно выражается через вектор �̄�1 = −𝑒1 + 𝑒2, то лю-
бые два собственных вектора линейно зависимы по тео-
реме 1.1. Поэтому в пространстве 𝑉 размерности 2 нель-
зя найти два линейно независимых собственных вектора.
Следовательно, в пространстве 𝑉 нет базиса из собствен-
ных векторов и, по теореме 5.5, матрица 𝐴 не приводится
к диагональному виду.
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2 Составим характеристический многочлен матрицы 𝐴

|𝐴− λ𝐸| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2− λ −1 1

−1 2− λ −1

2 −2 3− λ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −λ3 + 7λ2 − 11λ + 5.

Решая уравнение
−λ3 + 7λ2 − 11λ + 5 = 0,

находим корни характеристического многочлена λ1 = 5,
λ2 = λ3 = 1.

Находим собственные векторы �̄� = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3,
принадлежащие собственному значению λ1 = 5.(︀

𝑥1 𝑥2 𝑥3
)︀⎛⎝−3 −1 1

−1 −3 −1

2 −2 −2

⎞⎠ =
(︀
0 0 0

)︀
,

откуда ⎧⎪⎨⎪⎩
−3𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 0,

−𝑥1 − 3𝑥2 − 2𝑥3 = 0,

𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 0.

Решим систему методом Гаусса⎛⎝ −3 −1 2

−1 −3 −2

1 −1 −2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 00
0

⎞⎠ 𝐼↔𝐼𝐼𝐼−−−→

⎛⎝ 1 −1 −2

−1 −3 −2

−3 −1 −2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 00
0

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼·3

−→

⎛⎝ 1 −1 −2

0 −4 −4

0 −4 −4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 00
0

⎞⎠ 𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼·(−1)−−−−−−−→
𝐼𝐼·(−1

4)

⎛⎝ 1 −1 −2

0 1 1

0 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 00
0

⎞⎠ ,

{︃
𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 0,

𝑥2 + 𝑥3 = 0.

Пусть 𝑥1 и 𝑥2 — главные неизвестные, 𝑥3 — свободная
неизвестная. Тогда 𝑥1 = 𝑥3, 𝑥2 = −𝑥3, 𝑥3 — любое дей-
ствительное число. Множество всех собственных векто-

15

ГГ
У 
им

. Ф
.  
Ск
ор
ин
ы



ров, принадлежащих собственному значению λ1 = 5, име-
ет вид 𝐻5 = {�̄� = 𝑥3𝑒1 − 𝑥3𝑒2 + 𝑥3𝑒3|𝑥3 ∈ R*}. Выбе-
рем один из собственных векторов. При 𝑥3 = 1 получим
�̄�1 = 𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3.

Находим собственные векторы �̄� = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3,
принадлежащие собственному значению λ2 = 1.(︀

𝑥1 𝑥2 𝑥3
)︀⎛⎝ 1 −1 1

−1 1 −1

2 −2 2

⎞⎠ =
(︀
0 0 0

)︀
,

откуда ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 0,

−𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 0,

𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 0.

Очевидно, что система равносильна уравнению
𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 0.

Пусть 𝑥1 — главная неизвестная, 𝑥2 и 𝑥3 — свободные
неизвестные. Тогда 𝑥1 = 𝑥2 − 2𝑥3, 𝑥2 и 𝑥3 — любые дей-
ствительные числа и 𝐻1 = {�̄� = (𝑥2 − 2𝑥3)𝑒1 + 𝑥2𝑒2 +

+ 𝑥3𝑒3|𝑥2, 𝑥3 ∈ R и 𝑥2
2 + 𝑥3

2 ̸= 0}. Преобразование
�̄� = (𝑥2 − 2𝑥3)𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3 = (𝑥2𝑒1 + 𝑥2𝑒2)+

+(−2𝑥3𝑒1 + 𝑥3𝑒3) = 𝑥2(𝑒1 + 𝑒2) + 𝑥3(−2𝑒1 + 𝑒3)

показывает, что любой собственный вектор линейно вы-
ражается через векторы �̄�2 = 𝑒1 + 𝑒2 и �̄�3 = −2𝑒1 + 𝑒3.

Найдем базис подпространства 𝐿(�̄�1, �̄�2, �̄�3). Для этого
найдем ранг матрицы, составленной из координат векто-
ров �̄�1, �̄�2, �̄�3:⎛⎝ 1 -1 1

1 1 0

-2 0 1

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼·(−1)−−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼·2

⎛⎝1 -1 1

0 2 -1
0 -2 3

⎞⎠ 𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼−−−−→

⎛⎝1 -1 1

0 2 -1
0 0 2

⎞⎠ .
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Таким образом, dim𝐿(�̄�1, �̄�2, �̄�3) = 3 и 𝐿(�̄�1, �̄�2, �̄�3) = 𝑉 ,
причем �̄�1, �̄�2, �̄�3 — базис линейного пространства 𝑉 . По
теореме 5.5 линейный оператор 𝑓 диагонализируем над
полем 𝑃 , а значит, при переходе к базису �̄�1, �̄�2, �̄�3 мат-
рица линейного оператора 𝑓 примет диагональный вид

𝐵 =

⎛⎝5 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎠ .

Ответ: 1) нет; 2) да, базис �̄�1 = 𝑒1−𝑒2+𝑒3, �̄�2 = 𝑒1+𝑒2,
�̄�3 = −2𝑒1 + 𝑒3 и диагональная матрица

𝐵 =

⎛⎝5 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎠ .

�

Пример 5.5. Над полем действительных чисел R най-
дите жорданову нормальную форму матрицы

𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 2

1 0 2

−2 1 −1

⎞⎠ .

� В примере 5.2 для матрицы 𝐴 составлен характери-
стический многочлен |𝐴− λ𝐸| = −(λ− 1)(λ2 + 1). В поле
действительных чисел этот многочлен имеет только один
корень λ = 1 и по теореме 5.7 матрица 𝐴 не имеет жор-
дановой нормальной формы над полем R.

Ответ: жордановой нормальной формы нет. �

Пример 5.6. Над полем действительных чисел найди-
те жорданову нормальную форму матрицы

𝐴 =

(︂
3 4

5 2

)︂
.
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� Составим характеристический многочлен матрицы 𝐴

|𝐴− λ𝐸| =
⃒⃒⃒⃒
3− λ 4

5 2− λ

⃒⃒⃒⃒
= (3− λ)(2− λ)− 20 =

= 6− 2λ− 3λ + λ2 − 20 = λ
2 − 5λ− 14.

Находим корни характеристического многочлена в поле
действительных чисел:

λ
2 − 5λ− 14 = 0,

𝐷 = 25− 4 · (−14) = 25 + 56 = 81, λ1 = 7, λ2 = −2.

По теореме 5.7 жорданова нормальная форма матрицы 𝐴

над полем R существует. Так как корни характеристиче-
ского многочлена имеют кратность 1, то в жордановой
нормальной форме им соответствуют клетки Жордана
порядка 1, а сама жорданова нормальная форма имеет
следующий вид

𝐵 =

(︂
𝐽1(7) 0

0 𝐽1(−2)

)︂
=

(︂
7 0

0 −2

)︂
.

Ответ:
(︂
7 0

0 −2

)︂
. �

Пример 5.7. Найдите нормальную жорданову форму
матрицы

𝐴 =

⎛⎝ 6 16 −6

2 10 −3

11 38 −13

⎞⎠
над полем действительных чисел.
� Составим характеристический многочлен матрицы 𝐴

|𝐴− λ𝐸| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒6− λ 16 −6

2 10− λ −3

11 38 −13− λ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= (6− λ)(10− λ)(−13− λ)− 76 · 6− 33 · 16 + 66(10− λ)+
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+114(6− λ) + 32(13 + λ) = (60− 16λ+ λ2)(−13− λ)− 984+

+660− 66λ + 684− 114λ + 416 + 32λ = −λ3 + 3λ2 − 4.

Находим корни характеристического многочлена:
−λ3 + 3λ2 − 4 = 0,

λ1 = −1, λ2 = λ3 = 2.

Так как все корни характеристического многочлена при-
надлежат полю R, то искомая жорданова нормальная
форма существует. Корню λ1 = −1 соответствует толь-
ко одна клетка Жордана порядка 1. Для корня λ2 = 2

ввиду его кратности 2 возможны два случая: либо две
клетки Жордана порядка 1, либо одна клетка Жордана
порядка 2. Число клеток Жордана для λ2 = 2 вычислим
по формуле 𝑙(2) = 𝑛 − 𝑟(𝐴 − 2𝐸), где 𝑛 = 3 — порядок
матрицы 𝐴, 𝑟(𝐴− 2𝐸) — ранг матрицы (𝐴− 2𝐸).

𝐴− 2𝐸 =

⎛⎝ 4 16 −6

2 8 −3

11 38 −15

⎞⎠ 𝐼·(−1
2)−−−−→

𝐼𝐼↔𝐼𝐼𝐼

⎛⎝−2 −8 3

11 38 −15

2 8 −3

⎞⎠ −→

𝐼𝐼·2+𝐼𝐼𝐼·11−−−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼

⎛⎝−2 −8 3

0 −12 3

0 0 0

⎞⎠ , 𝑟(𝐴− 2𝐸) = 2.

Отсюда 𝑙(2) = 3 − 2 = 1, т. е. в жордановой нормальной
форме матрицы 𝐴 корню λ2 = 2 соответствует одна клет-
ка Жордана порядка 2.

Таким образом, искомая жорданова нормальная фор-
ма имеет вид

𝐵 =

(︂
𝐽1(−1) 0

0 𝐽2(2)

)︂
=

⎛⎝−1 0 0

0 2 1

0 0 2

⎞⎠ .
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Ответ:

⎛⎝−1 0 0

0 2 1

0 0 2

⎞⎠ . �

Пример 5.8. Над полем действительных чисел найди-
те жорданову нормальную форму матрицы

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −3 0 3

−2 −6 0 13

0 −3 1 3

−1 −4 0 8

⎞⎟⎟⎟⎠ .

� Составим характеристический многочлен матрицы 𝐴

|𝐴− λ𝐸| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
1− λ −3 0 3

−2 −6− λ 0 13

0 −3 1− λ 3

−1 −4 0 8− λ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Разложим определитель по элементам третьего столбца

|𝐴− λ𝐸| = (1− λ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1− λ −3 3

−2 −6− λ 13

−1 −4 8− λ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= (1− λ)((1− λ)(−6− λ)(8− λ) + 24 + 39+

+3(−6− λ) + 52(1− λ)− 6(8− λ)) =

= (1− λ)((1− λ)(−48− 2λ + λ2)− 49λ + 49) =

= (1− λ)((1− λ)(−48− 2λ + λ2) + 49(1− λ)) =

= (1− λ)2(λ2 − 2λ + 1) = (1− λ)2(λ− 1)2 = (λ− 1)4.

Таким образом, λ = 1 является корнем кратности 4
для характеристического многочлена матрицы 𝐴.

Определим число клеток Жордана для λ = 1 по фор-
муле 𝑙(1) = 𝑛−𝑟(𝐴−1𝐸). Порядок матрицы 𝐴 есть 𝑛 = 4.
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Вычислим 𝑟(𝐴− 𝐸).

𝐴− 𝐸 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −3 0 3

−2 −7 0 13

0 −3 0 3

−1 −4 0 7

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼𝐼+𝐼·(−1)−−−−−−→
𝐼↔𝐼𝑉

⎛⎜⎜⎜⎝
−1 −4 0 7

−2 −7 0 13

0 0 0 0

0 −3 0 3

⎞⎟⎟⎟⎠→

𝐼𝐼+𝐼·(−2)−−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎝
−1 −4 0 7

0 1 0 −1

0 0 0 0

0 −3 0 3

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝑉+𝐼𝐼·3−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎝
−1 −4 0 7

0 1 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Таким образом, 𝑟(𝐴−𝐸) = 2 и 𝑙(1) = 4− 2 = 2, т. е. жор-
данова нормальная форма матрицы 𝐴 содержит 2 клетки
Жордана. Однако, в такой ситуации остаются два воз-
можных случая: либо обе эти клетки имеют порядок 2,
либо одна клетка имеет порядок 1, а вторая порядок 3.
Определим число клеток Жордана порядка 1 по форму-
ле 𝑙1(1) = 𝑟(𝐴 − 1 · 𝐸)2 − 2𝑟(𝐴 − 1 · 𝐸) + 𝑟(𝐴 − 1 · 𝐸)0.

Так как (𝐴 − 1 · 𝐸)0 = 𝐸 — единичная матрица поряд-
ка 4, то 𝑟(𝐴 − 1 · 𝐸)0 = 𝑟(𝐸) = 4. Как показано выше,
𝑟(𝐴− 1 · 𝐸) = 2. Вычислим 𝑟(𝐴− 1 · 𝐸)2.

(𝐴− 1 · 𝐸)2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −3 0 3

−2 −7 0 13

0 −3 0 3

−1 −4 0 7

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

0 −3 0 3

−2 −7 0 13

0 −3 0 3

−1 −4 0 7

⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
3 9 0 −18

1 3 0 −6

3 9 0 −18

1 3 0 −6

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼𝐼+𝐼·(−1)−−−−−−→
𝐼𝑉+𝐼𝐼·(−1)

𝐼↔𝐼𝐼

⎛⎜⎜⎜⎝
1 3 0 −6

3 9 0 −18

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠→
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𝐼𝐼+𝐼·(−3)−−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 3 0 −6

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Таким образом, 𝑟(𝐴− 1 ·𝐸)2 = 1 и 𝑙1(1) = 1− 2 · 2+ 4 = 1,
т. е. жорданова нормальная форма содержит одну клет-
ку Жордана порядка 1, а следовательно, вторая клетка
Жордана имеет порядок 3. Итак, жорданова нормальная
форма матрицы 𝐴 имеет вид

𝐵 =

(︂
𝐽1(1) 0

0 𝐽3(1)

)︂
=

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Ответ:

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ . �

5.3 Индивидуальные задания
1 Даны матрицы 𝐴 и 𝐵. Укажите, могут ли матрицы

𝐴 и 𝐵 быть подобными,:
1.1 – 1.5 используя определители матриц:

1.1 𝐴 =

⎛⎝2 1 −1

3 0 1

2 1 4

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝−1 4 2

0 1 −3

1 1 −2

⎞⎠ .

1.2 𝐴 =

⎛⎝−1 2 1

3 1 0

4 −1 −1

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ 0 −3 4

1 2 1

−3 1 1

⎞⎠ .

22

ГГ
У 
им

. Ф
.  
Ск
ор
ин
ы



1.3 𝐴 =

⎛⎝−4 2 0

1 −1 1

3 −2 1

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝1 0 −1

2 3 −4

1 1 2

⎞⎠ .

1.4 𝐴 =

⎛⎝4 2 −1

1 −2 1

1 −3 0

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝1 −1 2

1 4 2

0 1 3

⎞⎠ .

1.5 𝐴 =

⎛⎝ 2 0 −4

−2 1 3

−1 1 1

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ 2 1 −1

−1 −1 4

1 0 3

⎞⎠ .

1.6 – 1.10 используя след матрицы:

1.6 𝐴 =

⎛⎝2 1 −1

3 0 1

2 1 4

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ 1 −4 3

−5 2 6

1 7 3

⎞⎠ .

1.7 𝐴 =

⎛⎝−1 3 2

−6 4 5

7 1 0

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝4 1 8

0 3 7

6 1 −5

⎞⎠ .

1.8 𝐴 =

⎛⎝ 0 −1 3

2 1 4

−6 3 2

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝8 −3 6

1 −4 1

2 1 1

⎞⎠ .

1.9 𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 7

6 3 8

−1 4 −2

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ 0 −3 1

2 1 −4

−7 5 2

⎞⎠ .

1.10 𝐴 =

⎛⎝−3 1 6

5 2 4

−3 1 7

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝1 −1 3

2 −5 1

3 −4 6

⎞⎠ .

1.11 – 1.15 используя характеристический многочлен
матрицы:
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1.11 𝐴 =

(︂
1 4

2 3

)︂
, 𝐵 =

(︂
2 1

9 2

)︂
.

1.12 𝐴 =

(︂
2 −3

1 4

)︂
, 𝐵 =

(︂
1 −4

5 2

)︂
.

1.13 𝐴 =

(︂
−1 4

1 0

)︂
, 𝐵 =

(︂
0 2

2 4

)︂
.

1.14 𝐴 =

(︂
6 −1

29 −4

)︂
, 𝐵 =

(︂
−1 2

−4 3

)︂
.

1.15 𝐴 =

(︂
−3 3

4 2

)︂
, 𝐵 =

(︂
−5 1

−2 4

)︂
.

2 Найдите собственные векторы линейного операто-
ра 𝑓 , заданного в базисе 𝑒1, 𝑒2 комплексного линейного
пространства 𝑉 матрицей 𝐴.

2.1 𝐴 =

(︂
1 −2

2 −3

)︂
. 2.2 𝐴 =

(︂
3 −2

4 −1

)︂
.

2.3 𝐴 =

(︂
0 −1

2 0

)︂
. 2.4 𝐴 =

(︂
1 −1

−4 4

)︂
.

2.5 𝐴 =

(︂
2 1

−1 2

)︂
. 2.6 𝐴 =

(︂
4 −1

1 2

)︂
.

2.7 𝐴 =

(︂
−1 −2

−1 0

)︂
. 2.8 𝐴 =

(︂
−4 −5

4 4

)︂
.

2.9 𝐴 =

(︂
0 −1

1 0

)︂
. 2.10 𝐴 =

(︂
1 1

−2 3

)︂
.

2.11 𝐴 =

(︂
1 0

1 0

)︂
. 2.12 𝐴 =

(︂
0 −1

3 −2

)︂
.

2.13 𝐴 =

(︂
3 2

−2 −1

)︂
. 2.14 𝐴 =

(︂
−1 4

−2 3

)︂
.

2.15 𝐴 =

(︂
0 1

−2 −3

)︂
.
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3 Можно ли матрицу 𝐴 линейного оператора 𝑓 вектор-
ного пространства 𝑉 над полем C из задания 2 привести
к диагональному виду путем перехода к новому базису?
В случае положительного ответа найдите этот базис и со-
ответствующую диагональную матрицу.

4 Можно ли матрицу 𝐵 линейного оператора ϕ дей-
ствительного векторного пространства 𝑉 привести к диа-
гональному виду путем перехода к новому базису? Найди-
те этот базис и соответствующую диагональную матрицу.

4.1 𝐵 =

⎛⎝1 −1 1

1 1 −1

2 −1 0

⎞⎠ . 4.2 𝐵 =

⎛⎝3 −2 −1

3 −4 −3

2 −4 0

⎞⎠ .

4.3 𝐵 =

⎛⎝ 5 −1 −4

−12 5 12

10 −3 −9

⎞⎠ . 4.4 𝐵 =

⎛⎝−1 3 −1

−3 5 −1

−3 3 1

⎞⎠ .

4.5 𝐵 =

⎛⎝4 −1 0

3 1 −1

1 0 1

⎞⎠ . 4.6 𝐵 =

⎛⎝1 10 3

2 1 2

3 10 1

⎞⎠ .

4.7 𝐵 =

⎛⎝1 −3 4

4 −7 8

6 −7 7

⎞⎠ . 4.8 𝐵 =

⎛⎝ 0 1 0

−4 4 0

0 0 2

⎞⎠ .

4.9 𝐵 =

⎛⎝2 1 1

1 2 1

1 1 2

⎞⎠ . 4.10 𝐵 =

⎛⎝ 2 −1 2

5 −3 3

−1 0 −2

⎞⎠ .

4.11 𝐵 =

⎛⎝−1 4 3

−2 5 3

2 −4 −2

⎞⎠ . 4.12 𝐵 =

⎛⎝−1 1 −2
3 −3 6

2 −2 4

⎞⎠ .

4.13 𝐵 =

⎛⎝ 3 −2 6

−2 6 3

6 3 −2

⎞⎠ . 4.14 𝐵 =

⎛⎝−1 3 −1

−3 5 −1

−3 3 1

⎞⎠ .
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4.15 𝐵 =

⎛⎝ 2 −1 −1

2 −1 −2

−1 1 2

⎞⎠ .

5 Над полем действительных чисел найдите жорданову
нормальную форму матриц 𝐴 и 𝐵.

5.1 𝐴 =

⎛⎝3 −2 −1

3 −4 −3

2 −4 0

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
5 1 −1 −1

1 5 −1 −1

1 1 3 −1

1 1 −1 3

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.2 𝐴 =

⎛⎝ 5 −1 −4

−12 5 12

10 −3 −9

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
4 1 1 1

−1 2 −1 −1

6 1 −1 1

−6 −1 4 2

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.3 𝐴 =

⎛⎝ 2 5 1

−1 −3 0

−2 −3 −2

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
3 −1 1 −7

9 −3 −7 −1

0 0 4 −8

0 0 2 −4

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.4 𝐴 =

⎛⎝4 −1 0

3 1 −1

1 0 1

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −2 3 2

1 1 −1 −1

0 0 2 0

1 −1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.5 𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 −1

2 −1 −2

−1 1 2

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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5.6 𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 2

5 −3 3

−1 0 −2

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0

−1 −1 0 0

0 0 1 1

0 0 −1 −1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.7 𝐴 =

⎛⎝2 1 1

1 2 1

1 1 2

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 −1

0 1 −1 0

−1 0 0 1

0 −1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.8 𝐴 =

⎛⎝−1 3 −1

−3 5 −1

−3 3 1

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
3 1 0 0

−4 −1 0 0

7 1 2 1

−17 −6 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.9 𝐴 =

⎛⎝1 −3 4

4 −7 8

6 −7 7

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −1 1 −1

−1 1 −1 1

1 −1 1 −1

−1 1 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.10 𝐴 =

⎛⎝ 0 1 0

−4 4 0

0 0 2

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 0 0 0

4 2 0 0

3 −1 2 0

−1 2 1 2

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.11 𝐴 =

⎛⎝−1 1 −2

3 −3 6

2 −2 4

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.12 𝐴 =

⎛⎝ 3 −2 6

−2 6 3

6 3 −2

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 −1 0 −1

2 −1 0 −2

0 −3 1 3

−1 1 0 2

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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5.13 𝐴 =

⎛⎝−1 4 3

−2 5 3

2 −4 −2

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 1 7 1

−1 0 −17 −6

0 0 3 1

0 0 −4 −1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.14 𝐴 =

⎛⎝ 4 5 −2

−2 −2 1

−1 −1 1

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−2 −1 3 −7

−3 0 3 −7

3 1 −2 7

3 1 −3 8

⎞⎟⎟⎟⎠ .

5.15 𝐴 =

⎛⎝ 3 0 8

3 −1 6

−2 0 −5

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 3 0 0

0 3 0 0

−3 −3 1 0

−3 −3 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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6 ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА

6.1 Элементы теории

6.1.1 Определение евклидова пространства

Пусть 𝑉 — действительное линейное пространство.
Говорят, что на 𝑉 задано скалярное произведение, если
каждой паре векторов �̄�, �̄� ∈ 𝑉 поставлено в соответ-
ствие действительное число (�̄�, �̄�), причем выполняются
следующие условия:

1) (�̄�,�̄�) = (�̄�,�̄�) для любых �̄�,�̄� ∈ 𝑉 ;
2) (�̄� + �̄�,𝑐) = (�̄�,𝑐) + (�̄�,𝑐) для любых �̄�, �̄�, 𝑐 ∈ 𝑉 ;
3) (λ�̄�, �̄�) = λ(�̄�,�̄�) для любых �̄�, �̄� ∈ 𝑉 и любого λ ∈ R;
4) (�̄�,�̄�) > 0 для любого ненулевого вектора �̄� ∈ 𝑉 .
Действительное линейное пространство с заданным на

нем скалярным произведением называется евклидовым
пространством.

Приведем примеры евклидовых пространств.
1 В действительном векторном пространстве R𝑛 для

любого натурального 𝑛 cкалярное произведение вектора
�̄� = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) и вектора 𝑦 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) задается
равенством

(�̄�, 𝑦) = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + . . . + 𝑎𝑛𝑏𝑛.

С таким скалярным произведением R𝑛 является евклидо-
вым пространством.

2 Действительное линейное пространство 𝐶[𝑎,𝑏] всех
непрерывных на [𝑎,𝑏] функций становится евклидовым
пространством, если скалярное произведение определить
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равенством

(𝑓,𝑔) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

для любых функций 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎,𝑏].

3 Если 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 — базис действительного линей-
ного пространства 𝑉 , то на нем можно задать скаляр-
ное произведение, если любым двум векторам �̄� = 𝑥1𝑒1 +

+ 𝑥2𝑒2 + . . . + 𝑥𝑛𝑒𝑛 и 𝑦 = 𝑦1𝑒1 + 𝑦2𝑒2 + . . . + 𝑦𝑛𝑒𝑛 из 𝑉

поставить в соответствие действительное число
(�̄�, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . . + 𝑥𝑛𝑦𝑛.

Таким образом, любое конечномерное действительное ли-
нейное пространство можно превратить в евклидово про-
странство.

6.1.2 Длина вектора в евклидовом пространстве

Длиной вектора �̄� в евклидовом пространстве 𝑉 назы-
вают число

‖�̄�‖ =
√︀
(�̄�,�̄�).

В евклидовом пространстве R𝑛 длина вектора �̄� =

= (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) вычисляется по формуле

‖�̄�‖ =
√︁

𝑎21 + 𝑎22 + . . . + 𝑎2𝑛.

В евклидовом пространстве 𝐶[𝑎,𝑏] длина вектора 𝑓 (𝑥)

называется также нормой функции 𝑓 (𝑥) и вычисляется
по формуле

‖𝑓‖ =

√︃∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥.

Вектор, длина которого равна единице, называется
нормированным. Умножение вектора на число, обратное
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его длине, называется нормированием вектора.
Теорема 6.1 (Неравенство Коши-Буняковского).

Для любых двух векторов �̄�, �̄� евклидова пространства
выполняется неравенство

| (�̄�,�̄�) | ≤ ‖�̄�‖ · ‖�̄�‖.
Из неравенства Коши-Буняковского следует, что для

любых ненулевых векторов �̄� и �̄� евклидова пространства

−1 ≤ (�̄�,�̄�)

‖�̄�‖ · ‖�̄�‖
≤ 1.

Поэтому существует единственный угол ϕ ∈ [0;π] такой,
что

cosϕ =
(�̄�, �̄�)

‖�̄�‖ · ‖�̄�‖
.

Этот угол ϕ называют углом между векторами �̄� и �̄�.
Теорема 6.2. В евклидовом пространстве для любых

векторов �̄� и �̄� справедливы следующие утверждения:
1) ‖�̄� + �̄�‖2 = ‖�̄�‖2 + ‖�̄�‖2 + 2‖�̄�‖ · ‖�̄�‖ · cos(̂̄︁𝑎 �̄�);
2) ‖�̄� + �̄�‖ ≤ ‖�̄�‖ + ‖�̄�‖.
Первое утверждение теоремы 6.1 называется теоремой

косинусов, второе — неравенством треугольника.

6.1.3 Ортогональная система векторов

Векторы �̄�, �̄� евклидова пространства 𝑉 называются
ортогональными, если скалярное произведение (�̄�,�̄�) = 0.
В этом случае пишут �̄� ⊥ �̄�. Система векторов �̄�1, �̄�2, . . . ,
�̄�𝑛 евклидова пространства 𝑉 называется ортогональной,
если любая пара векторов этой системы ортогональна,
т. е. �̄�𝑖 ⊥ �̄�𝑗 для всех 𝑖 ̸= 𝑗. Система из одного вектора
считается ортогональной. Ортогональная система норми-
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рованных векторов евклидова пространства называется
ортонормированной.

Значение ортогональных систем векторов в евклидо-
вых пространствах определяется следующей теоремой.

Теорема 6.3. Ортогональная система ненулевых век-
торов евклидова пространства линейно независима.

Процесс перехода от линейно независимой системы
векторов евклидова пространства 𝑉 к ортогональной си-
стеме векторов называется процессом ортогонализации.

Пусть �̄�1, �̄�2, . . ., �̄�𝑘 — некоторая линейно независимая
система векторов евклидова пространства 𝑉 . Векторы �̄�1,
�̄�2, . . . , �̄�𝑘, последовательно построенные по формулам

�̄�𝑙 = �̄�𝑙 + α1�̄�1 + . . . + α𝑙−1�̄�𝑙−1,

α1 = −(�̄�1,�̄�𝑙)

(�̄�1,�̄�1)
, α2 = −(�̄�2,�̄�𝑙)

(�̄�2,�̄�2)
, . . . , α𝑙−1 = − (�̄�𝑙−1,�̄�𝑙)

(�̄�𝑙−1,�̄�𝑙−1)

для 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑘, образуют ортогональную систему нену-
левых векторов. Этот процесс ортогонализации называют
процессом ортогонализации Грама-Шмидта.

Применяя процесс ортогонализации к произвольному
базису евклидова пространства, можно построить орто-
гональный базис этого пространства, т. е. базис, являю-
щийся ортогональной системой векторов. Нормируя каж-
дый вектор ортогонального базиса, получим базис, ко-
торый называют ортонормированным. Таким образом, в
любом ненулевом конечномерном евклидовом простран-
стве существует ортонормированный базис.
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6.1.4 Изоморфизм евклидовых пространств

Евклидовы пространства 𝑉 и 𝑊 называются изоморф-
ными, если существует взаимно однозначное отображе-
ние 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 , для которого выполняются следующие
условия:

1) 𝑓 (�̄� + 𝑦) = 𝑓 (�̄�) + 𝑓 (𝑦) для любых �̄�, 𝑦 ∈ 𝑉 ;
2) 𝑓 (α�̄�) = α𝑓 (�̄�) для любых α ∈ R и �̄� ∈ 𝑉 ;
3) (�̄�, 𝑦) = (𝑓 (�̄�), 𝑓 (𝑦)) для всех �̄�, 𝑦 ∈ 𝑉 .
Таким образом, евклидовы пространства 𝑉 и 𝑊 изо-

морфны, если эти пространства изоморфны как вектор-
ные пространства, причем их изоморфизм сохраняет ска-
лярное произведение векторов.

Теорема 6.4. Конечномерные евклидовы пространст-
ва изоморфны тогда и только тогда, когда они имеют
одинаковую размерность. В частности, каждое евклидо-
во пространство размерности 𝑛 ∈ N изоморфно евкли-
дову пространству R𝑛.

6.2 Примеры решения задач
Пример 6.1. Пусть �̄� = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ R2. За-

дает ли равенство (�̄�, 𝑦) = (𝑥1+𝑥2)(𝑦1+𝑦2) скалярное про-
изведение на действительном линейном пространстве R2?
� Проверим выполнение требований к скалярному про-
изведению.

1) (�̄�, 𝑦) = (𝑥1+𝑥2)(𝑦1+𝑦2) = 𝑥1𝑦1+𝑥2𝑦1+𝑥1𝑦2+𝑥2𝑦2 =

= (𝑦1𝑥1+ 𝑦2𝑥1) + (𝑦1𝑥2+ 𝑦2𝑥2) = (𝑦1+ 𝑦2)𝑥1+ (𝑦1+ 𝑦2)𝑥2 =

= (𝑦1 + 𝑦2)(𝑥1 + 𝑥2) = (𝑦,�̄�). Условие выполняется.
2) (�̄� + 𝑦, 𝑧) = ((𝑥1 + 𝑦1) + (𝑥2 + 𝑦2))(𝑧1 + 𝑧2) = ((𝑥1 +

+𝑥2)+(𝑦1+𝑦2))(𝑧1+𝑧2) = (𝑥1+𝑥2)(𝑧1+𝑧2)+(𝑦1+𝑦2)(𝑧1+
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+ 𝑧2) = (�̄�, 𝑧) + (𝑦, 𝑧). Условие выполняется.
3) (α�̄�, 𝑦) = (α𝑥1+ α𝑥2)(𝑦1+ 𝑦2) = α(𝑥1+ 𝑥2)(𝑦1+ 𝑦2) =

= α(�̄�, 𝑦). Условие выполняется.
4) (�̄�, �̄�) = (𝑥1 + 𝑥2)(𝑥1 + 𝑥2) = 𝑥21 + 𝑥22 + 2𝑥1𝑥2. Если

�̄� = (−1,1), то (�̄�, �̄�) = (−1)2+12+2 · (−1) · 1 = 0. Условие
не выполняется для всех �̄� ∈ R2.

Таким образом, равенство (�̄�, 𝑦) = (𝑥1 + 𝑥2)(𝑦1 + 𝑦2) не
задает скалярное произведение на R2.

Ответ: нет. �

Пример 6.2. Найдите угол между векторами �̄� =

= (−1,4,2,1) и 𝑦 = (2,1,0,1) евклидова пространства R4.
� Найдем скалярное произведение векторов �̄�, 𝑦:

(�̄�, 𝑦) = (−1) · 2 + 4 · 1 + 2 · 0 + 1 · 1 = 3,

а так же длину каждого вектора:
‖�̄�‖ =

√︀
(�̄�, �̄�) =

√︀
(−1)2 + 42 + 22 + 12 =

√
22,

‖𝑦‖ =
√︀
(𝑦, 𝑦) =

√
22 + 12 + 02 + 12 =

√
6.

Тогда

cos(̂̄︁𝑥 𝑦) = (�̄�, 𝑦)

‖�̄�‖ · ‖𝑦‖
=

3√
22 ·

√
6
=

3

2
√
33

=

√
33

22
,

откуда ̂̄︁𝑥 𝑦 = arccos
√
33
22 .

Ответ: arccos
√
33
22 . �

Пример 6.3. В евклидовом пространстве 𝐶[1,2] найди-
те норму функции 𝑓 (𝑥) = 2𝑥−1 и скалярное произведение
векторов 𝑔(𝑥) = 1

𝑥2
и ℎ(𝑥) = 1 +

√
𝑥.

� Найдем норму функции 𝑓 (𝑥).

‖𝑓‖ =

√︃∫︁ 2

1

(2𝑥− 1)2𝑑𝑥 =
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=

√︃∫︁ 2

1

(4𝑥2 − 4𝑥 + 1)𝑑𝑥 =

√︃(︂
4𝑥3

3
− 4𝑥2

2
+ 𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒2
1

=

=

√︃(︂
32

3
− 8 + 2

)︂
−
(︂
4

3
− 2 + 1

)︂
=

√︂
28

3
− 5 =

√︂
13

3
.

Вычисляем скалярное произведение векторов 𝑔(𝑥) и ℎ(𝑥).

(𝑔, ℎ) =

∫︁ 2

1

1

𝑥2
· (1 +

√
𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 2

1

(︂
1

𝑥2
+

√
𝑥

𝑥2

)︂
𝑑𝑥 =

=

∫︁ 2

1

1

𝑥2
𝑑𝑥 +

∫︁ 2

1

𝑥
1
2

𝑥2
𝑑𝑥 =

∫︁ 2

1

𝑥−2𝑑𝑥 +

∫︁ 2

1

𝑥−
3
2𝑑𝑥 =

=

(︂
𝑥−1

−1

)︂⃒⃒⃒⃒2
1

+

(︃
𝑥−

1
2

−1
2

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
2

1

=

(︂
−1

𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒2
1

+

(︂
− 2√

𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒2
1

=

=

(︂
−1

2
+ 1

)︂
+
(︁
−
√
2 + 2

)︁
=

5

2
−

√
2.

Ответ: ‖𝑓‖ =
√︁

13
3 , (𝑔, ℎ) =

5
2 −

√
2. �

Пример 6.4. Векторы 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 образуют ортогональ-
ный базис евклидова пространства 𝑉 и ‖𝑒1‖ = 2, ‖𝑒2‖ = 1

и ‖𝑒3‖ = 3. Найдите угол между векторами �̄� = 𝑒1+𝑒2−𝑒3
и �̄� = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3.
� Так как векторы 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 образуют ортогональную
систему, то (𝑒1, 𝑒2) = (𝑒1, 𝑒3) = (𝑒2, 𝑒3) = 0. Тогда

(�̄�, �̄�) = (𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3, 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3) = (𝑒1, 𝑒1)+

+(𝑒1, 𝑒2) + (𝑒1, 𝑒3) + (𝑒2, 𝑒1) + (𝑒2, 𝑒2) + (𝑒2, 𝑒3)− (𝑒3, 𝑒1)−
−(𝑒3, 𝑒2)− (𝑒3, 𝑒3) = (𝑒1, 𝑒1) + (𝑒2, 𝑒2)− (𝑒3, 𝑒3) =

= ‖𝑒1‖2 + ‖𝑒2‖2 − ‖𝑒3‖2 = 4 + 1− 9 = −4.

‖�̄�‖ =
√︀
(�̄�, �̄�) =

√︀
(𝑒1, 𝑒1) + (𝑒2, 𝑒2) + (𝑒3, 𝑒3) =
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=
√︀
‖𝑒1‖2 + ‖𝑒2‖2 + ‖𝑒3‖2 =

√
4 + 1 + 9 =

√
14.

Аналогично
‖�̄�‖ =

√︁
(�̄�, �̄�) =

√
14.

Теперь, если ϕ — угол между векторами �̄� и �̄�, то

cosϕ =
(�̄�, �̄�)

‖�̄�‖ · ‖�̄�‖
=

−4√
14 ·

√
14

= −2

7
,

откуда ϕ = arccos(−2
7).

Ответ: arccos(−2
7). �

Пример 6.5. Найдите нормированные векторы евкли-
дова пространства R3, ортогональные двум векторам �̄�1 =

= (3, 1,−2) и �̄�2 = (−1, 1, 4).
� Пусть 𝑐 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) — искомый вектор. Тогда⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(�̄�1, 𝑐) = 0,

(�̄�2, 𝑐) = 0,

‖𝑐‖ = 1,
откуда получаем систему для нахождения 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3⎧⎪⎨⎪⎩

3𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 0,

−𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 = 0,

𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 = 1.
Умножая второе уравнение на 3 и прибавляя к перво-
му, получим 4𝑥2 + 10𝑥3 = 0, откуда 𝑥2 = −5

2𝑥3. Подстав-
ляя найденное 𝑥2 во второе уравнение системы, получим
−𝑥1 − 5

2𝑥3 + 4𝑥3 = 0, откуда 𝑥1 =
3
2𝑥3. Подставим найден-

ные 𝑥1 и 𝑥2 в третье уравнение системы.
9

4
𝑥23 +

25

4
𝑥23 + 𝑥23 = 1,

38

4
𝑥23 = 1,
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𝑥3 = ±
√︂

2

19
= ± 2√

38
.

Таким образом, в евклидовом пространстве R3 есть два
вектора, удовлетворяющих условиям задачи.

Ответ:
𝑐1 =

(︁
3√
38
,− 5√

38
, 2√

38

)︁
, 𝑐2 =

(︁
− 3√

38
, 5√

38
,− 2√

38

)︁
. �

Пример 6.6. По заданному базису 𝑒1 = (1,−2, 2),
𝑒2 = (−1, 0,−1), 𝑒3 = (5,−3,−7), применяя процесс ор-
тогонализации Грама-Шмидта, постройте в R3 ортонор-
мированный базис.
� Построим ортогональный базис �̄�1, �̄�2, �̄�3 пространства
R3. Пусть �̄�1 = 𝑒1 = (1,− 2,2). Положим �̄�2 = 𝑒2+α1�̄�1, где

α1 = −(�̄�1, 𝑒2)

(�̄�1, �̄�1)
= −1 · (−1) + (−2) · 0 + 2 · (−1)

12 + (−2)2 + 22
=

1

3
.

Тогда

�̄�2 = (−1, 0,−1) +
1

3
(1,− 2,2) =

(︂
−2

3
,−2

3
,−1

3

)︂
.

Положим �̄�3 = 𝑒3 + α1�̄�1 + α2�̄�2, где

α1 = −(�̄�1, 𝑒3)

(�̄�1, �̄�1)
= −1 · 5 + (−2) · (−3) + 2 · (−7)

12 + (−2)2 + 22
=

1

3
,

α2 = −(�̄�2, 𝑒3)

(�̄�2, �̄�2)
=

= −
(−2

3) · 5 + (−2
3) · (−3) + (−1

3) · (−7)

(−2
3)

2 + (−2
3)

2 + (−1
3)

2
= −1.

Тогда

�̄�3 = (5,−3,−7) +
1

3
(1,− 2,2)−

(︂
−2

3
,−2

3
,−1

3

)︂
=

= (6,−3,−6).
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Нормируем векторы �̄�1, �̄�2, �̄�3.

�̄�1 =
�̄�1

‖�̄�1‖
=

(1,− 2,2)√︀
12 + (−2)2 + 22

=

=
1

3
(1,− 2,2) =

(︂
1

3
,−2

3
,
2

3

)︂
,

�̄�2 =
�̄�2

‖�̄�2‖
=

(︀
−2

3,−
2
3,−

1
3

)︀√︁
(−2

3)
2 + (−2

3)
2 + (−1

3)
2
=

=

(︂
−2

3
,−2

3
,−1

3

)︂
,

�̄�3 =
�̄�3
‖�̄�3‖

=
(6,− 3,− 6)√︀

62 + (−3)2 + (−6)2
=

=
1

9
(6,− 3,− 6) =

(︂
2

3
,−1

3
,−2

3

)︂
.

Ответ:
�̄�1 =

(︀
1
3,−

2
3,

2
3

)︀
, �̄�2 =

(︀
−2

3,−
2
3,−

1
3

)︀
, �̄�3 =

(︀
2
3,−

1
3,−

2
3

)︀
. �

Пример 6.7. Постройте ортонормированный базис ли-
нейной оболочки векторов �̄�1 = (1,2,2,−1), �̄�2 = (1,−1,0,3),
�̄�3 = (0,3,2, − 4) евклидова пространства R4, применяя
процесс ортогонализации Грама-Шмидта.
� Найдем базис линейной оболочки векторов �̄�1, �̄�2, �̄�3.⎛⎝ 1 2 2 −1

1 −1 0 3

0 3 2 −4

⎞⎠ �̄�1
�̄�2
�̄�3

𝐼𝐼+𝐼·(−1)−−−−−→

⎛⎝ 1 2 2 −1

0 −3 −2 4

0 3 2 −4

⎞⎠ �̄�1
�̄�2
�̄�3

→

𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼−−−−→

⎛⎝ 1 2 2 −1

0 −3 −2 4

0 0 0 0

⎞⎠ �̄�1
�̄�2
�̄�3

.

Таким образом, векторы �̄�1, �̄�2 образуют базис линей-
ной оболочки 𝐿(�̄�1, �̄�2, �̄�3).
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Построим ортогональный базис �̄�1, �̄�2. Пусть �̄�1 = �̄�1 =

= (1, 2, 2,−1). Положим 𝑏2 = �̄�2 + α1�̄�1, где

α1 = −(�̄�1, �̄�2)

(�̄�1, �̄�1)
= −1 · 1 + 2 · (−1) + 2 · 0 + (−1) · 3

12 + 22 + 22 + (−1)2
=

2

5
.

Тогда

�̄�2 = (1,− 1,0,3) +
2

5
(1,2,2,− 1) =

(︂
7

5
,−1

5
,
4

5
,
13

5

)︂
.

Нормируем векторы �̄�1, �̄�2.

𝑒1 =
�̄�1

‖�̄�1‖
=

(1,2,2,− 1)√︀
12 + 22 + 22 + (−1)2

=

=
1√
10
(1,2,2,− 1) =

(︂
1√
10
,

2√
10
,

2√
10
,− 1√

10

)︂
,

𝑒2 =
�̄�2
‖�̄�2‖

=

(︀
7
5,−

1
5,

4
5,

13
5

)︀√︁
(75)

2 + (−1
5)

2 + (45)
2 + (135 )

2
=

=

(︂
7√
235

,− 1√
235

,
4√
235

,
13√
235

)︂
.

Ответ: 𝑒1 =
(︁

1√
10
, 2√

10
, 2√

10
,− 1√

10

)︁
,

𝑒2 =
(︁

7√
235

,− 1√
235

, 4√
235

, 13√
235

)︁
. �

6.3 Индивидуальные задания
1 В евклидовом пространстве R4 найдите угол между

векторами �̄� и �̄�.

1.1 �̄� = (1,− 1,1,1), �̄� = (3,5,2,− 1).

1.2 �̄� = (1,0,1,2), �̄� = (3,− 4,1,3).

1.3 �̄� = (2,− 1,0,3), �̄� = (−1,0,− 1,1).

1.4 �̄� = (2,2,− 1,0), �̄� = (1,1,− 1,− 1).

1.5 �̄� = (−3,1,0,2), �̄� = (−1,1,0,4).
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1.6 �̄� = (1,− 2,− 3,1), �̄� = (1,3,2,− 4).

1.7 �̄� = (4,− 2,1,2), �̄� = (1,1,0,3).

1.8 �̄� = (5,3,− 1,1), �̄� = (−1,− 3,0,4).

1.9 �̄� = (1,0,− 1,4), �̄� = (1,2,− 3,− 2).

1.10 �̄� = (−3,1,− 2,1), �̄� = (1,2,0,5).

1.11 �̄� = (1,0,− 2,1), �̄� = (3,− 2,0,1).

1.12 �̄� = (2,− 1,1,− 1), �̄� = (−1,2,1,0).

1.13 �̄� = (3,− 4,1,1), �̄� = (−2,1,− 3,5).

1.14 �̄� = (0,1,1,− 3), �̄� = (1,− 2,2,1).

1.15 �̄� = (4,− 3,1,2), �̄� = (1,1,1,1).

2 В евклидовом пространстве 𝐶[1,2] найдите норму функ-
ции 𝑓 (𝑥) и скалярное произведение векторов 𝑓 (𝑥) и 𝑔(𝑥).

2.1 𝑓 (𝑥) = 𝑥− 3, 𝑔(𝑥) = 1
𝑥.

2.2 𝑓 (𝑥) = −3𝑥 + 1, 𝑔(𝑥) = 2𝑥.
2.3 𝑓 (𝑥) = 1

𝑥, 𝑔(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥.
2.4 𝑓 (𝑥) = − 1√

𝑥
, 𝑔(𝑥) = −𝑥2 + 3.

2.5 𝑓 (𝑥) = 2𝑥 + 4, 𝑔(𝑥) = − 1
𝑥2

.
2.6 𝑓 (𝑥) = 𝑥, 𝑔(𝑥) =

√
𝑥 + 2.

2.7 𝑓 (𝑥) = −
√
𝑥 + 1, 𝑔(𝑥) =

√
𝑥 + 1.

2.8 𝑓 (𝑥) = 1√
𝑥3

, 𝑔(𝑥) = −
√
𝑥 + 1√

𝑥
.

2.9 𝑓 (𝑥) = −𝑥 + 2, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥.
2.10 𝑓 (𝑥) = 3𝑥− 2, 𝑔(𝑥) = −1

𝑥.
2.11 𝑓 (𝑥) = −3𝑥, 𝑔(𝑥) = 1

𝑥2
.

2.12 𝑓 (𝑥) = 𝑥− 1
𝑥, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥.

2.13 𝑓 (𝑥) = −2𝑥 + 3, 𝑔(𝑥) =
√
𝑥.

2.14 𝑓 (𝑥) = 1− 2
√
𝑥, 𝑔(𝑥) = 𝑥.

2.15 𝑓 (𝑥) = 4𝑥− 3, 𝑔(𝑥) = 𝑥 + 2.

3 Найдите нормированные векторы евклидова про-
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странства R3, ортогональные векторам �̄�1 и �̄�2.

3.1 �̄�1 = (1,1,1), �̄�2 = 1,− 1,1).

3.2 �̄�1 = (1,− 1,0), �̄�2 = (−2,1,2).

3.3 �̄�1 = (2,− 1,1), �̄�2 = (−3,1,− 1).

3.4 �̄�1 = (0,− 2,4), �̄�2 = (1,2,− 3).

3.5 �̄�1 = (1,1,− 2), �̄�2 = (0,1,− 3).

3.6 �̄�1 = (−1,2,3), �̄�2 = (3,4,1).

3.7 �̄�1 = (−3,1,2), �̄�2 = (2,2,0).

3.8 �̄�1 = (0,1,2), �̄�2 = (−1,− 1,0).

3.9 �̄�1 = (2,− 3,1), �̄�2 = (−1,1,0).

3.10 �̄�1 = (1,0,2), �̄�2 = (−3,4,− 6).

3.11 �̄�1 = (1,− 1,− 1), �̄�2 = (0,3,1).

3.12 �̄�1 = (2,1,1), �̄�2 = (1,1,0).

3.13 �̄�1 = (2,− 1,4), �̄�2 = (−3,2,− 4).

3.14 �̄�1 = (−2,3,2), �̄�2 = (0,− 1,2).

3.15 �̄�1 = (−1,0,3), �̄�2 = (1,2,− 3).

4 Векторы 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 образуют ортогональный базис ев-
клидова пространства 𝑉 и ‖𝑒1‖ = 1, ‖𝑒2‖ = 2, ‖𝑒3‖ = 3.
Найдите угол между векторами �̄� и �̄�.

4.1 �̄� = −2𝑒1 + 3𝑒2 + 𝑒3, �̄� = 𝑒1 − 2𝑒3.

4.2 �̄� = 3𝑒1 − 𝑒2 − 𝑒3, �̄� = 2𝑒1 + 𝑒2.

4.3 �̄� = 𝑒1 + 2𝑒3, �̄� = 3𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3.

4.4 �̄� = 3𝑒1 + 𝑒2 + 2𝑒3, �̄� = 𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3.

4.5 �̄� = −2𝑒1 + 𝑒2, �̄� = −3𝑒1 + 2𝑒2 + 4𝑒3.

4.6 �̄� = −𝑒1 + 2𝑒2 + 𝑒3, �̄� = 3𝑒1 − 𝑒2.

4.7 �̄� = 2𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3, �̄� = −𝑒1 + 3𝑒2 + 𝑒3.

4.8 �̄� = 3𝑒1 − 𝑒3, �̄� = 4𝑒1 − 𝑒2 + 2𝑒3.

4.9 �̄� = −3𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3, �̄� = −𝑒1 + 2𝑒3.

4.10 �̄� = −𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3, �̄� = −3𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3.
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4.11 �̄� = 3𝑒1 − 2𝑒2 + 4𝑒3, �̄� = 2𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3.

4.12 �̄� = −3𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3, �̄� = 𝑒1 − 2𝑒2 + 𝑒3.

4.13 �̄� = 𝑒1 − 3𝑒2 + 𝑒3, �̄� = −2𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3.

4.14 �̄� = −4𝑒1 + 𝑒2 + 2𝑒3, �̄� = −3𝑒1 + 𝑒3.

4.15 �̄� = 3𝑒1 − 𝑒2 − 2𝑒3, �̄� = 𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3.

5 Применяя процесс ортогонализации Грама-Шмидта,
по заданному базису 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 евклидова пространства R3

постройте ортонормированный базис.

5.1 𝑒1 = (1,1,1), 𝑒2 = (1,2,3), 𝑒3 = (1,1,2).

5.2 𝑒1 = (1,−1,3), 𝑒2 = (2,−6,1), 𝑒3 = (4,−4,1).

5.3 𝑒1 = (1,−1,1), 𝑒2 = (1,−2,3), 𝑒3 = (−1,1,2).
5.4 𝑒1 = (1,2,1), 𝑒2 = (2,1,2), 𝑒3 = (−4,0,−2).

5.5 𝑒1 = (1,4,−1), 𝑒2 = (4,3,−2), 𝑒3 = (−1,5,1).
5.6 𝑒1 = (0,1,−2), 𝑒2 = (1,−1,2), 𝑒3 = (1,3,−1).

5.7 𝑒1 = (1,0,2), 𝑒2 = (2,−1,4), 𝑒3 = (2,−2,1).

5.8 𝑒1 = (−2,3,1), 𝑒2 = (0,2,1), 𝑒3 = (1,2,3).

5.9 𝑒1 = (−1,−1,−1), 𝑒2 = (3,2,1), 𝑒3 = (−1,2,0).
5.10 𝑒1 = (2,1,−1), 𝑒2 = (1,2,−2), 𝑒3 = (1,1,−3).

5.11 𝑒1 = (2,−1,3), 𝑒2 = (−2,0,−1), 𝑒3 = (1,3,−2).

5.12 𝑒1 = (4,−1,1), 𝑒2 = (3,−2,4), 𝑒3 = (5,1,−1).

5.13 𝑒1 = (−2,1,0), 𝑒2 = (2,−1,1), 𝑒3 = (−1,3,1).
5.14 𝑒1 = (−1,2,1), 𝑒2 = (−2,1,2), 𝑒3 = (−3,1,1).
5.15 𝑒1 = (3,2,−1), 𝑒2 = (1,2,0), 𝑒3 = (2,1,1).

6 Применяя процесс ортогонализации Грама-Шмидта,
постройте ортонормированный базис линейной оболочки
𝐿(�̄�1, �̄�2, �̄�3) векторов евклидова пространства R4.

6.1 �̄�1 = (1,1,− 1,1), �̄�2 = (−2,1,3,− 4),

�̄�3 = (3,0,− 4,5).
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6.2 �̄�1 = (−1,0,1,3), �̄�2 = (3,− 2,− 2,− 2),

�̄�3 = (4,− 2,− 3,− 5).

6.3 �̄�1 = (−1,0,1,1), �̄�2 = (−2,4,0,1),

�̄�3 = (3,− 4,− 1,− 2).

6.4 �̄�1 = (−1,2,1,− 1), �̄�2 = (3,− 1,− 1,1),

�̄�3 = (−2,− 1,0,0).

6.5 �̄�1 = (3,2,− 1,1), �̄�2 = (2,4,0,1),

�̄�3 = (−5,− 6,1,− 2).

6.6 �̄�1 = (1,0,− 2,3), �̄�2 = (1,− 3,0,2),

�̄�3 = (−2,3,2,− 5).

6.7 �̄�1 = (2,− 1,− 1,3), �̄�2 = (−3,2,1,− 2),

�̄�3 = (5,− 3,− 2,5).

6.8 �̄�1 = (−1,2,1,2), �̄�2 = (−3,2,3,0),

�̄�3 = (4,− 4,− 4,− 2).

6.9 �̄�1 = (1,− 1,2,0), �̄�2 = (−2,1,0,4),

�̄�3 = (3,− 2,2,− 4).

6.10 �̄�1 = (−1,3,1,2), �̄�2 = (4,− 2,− 1,− 2),

�̄�3 = (5,− 5,− 2,− 4).

6.11 �̄�1 = (1,0,− 1,1), �̄�2 = (−2,4,− 1,− 2),

�̄�3 = (3,− 4,0,3).

6.12 �̄�1 = (−1,1,0,3), �̄�2 = (−2,6,3,1),

�̄�3 = (−3,7,3,4).

6.13 �̄�1 = (1,− 3,2,1), �̄�2 = (−2,3,0,− 4),

�̄�3 = (−3,6,− 2,− 5).

6.14 �̄�1 = (1,− 1,1,0), �̄�2 = (−3,2,− 1,4),

�̄�3 = (−4,3,− 2,4).

6.15 �̄�1 = (−1,1,2,1), �̄�2 = (−3,1,1,1),

�̄�3 = (4,− 2,− 3,− 2).
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